


1. Voir graphique à la fin.

2. On a A 6= C et B 6= D. On sait alors qu’il existe une similitude directe et une seule f telle que f(A) = B et f(C) = D.
Notons k son rapport et θ son angle. On a

zD − zB

zC − zA

=
(−1 + 6i) − (1 + 2i)

(6 + 3i) − (2 + i)
=

−2 + 4i

4 + 2i
=

i(4 + 2i)

4 + 2i
= i.

Par suite,

k =
BD

AC
=

|zD − zB|

|zC − zA|
=

∣

∣

∣

∣

zD − zB

zC − zA

∣

∣

∣

∣

= |i| = 1.

Ceci montre déjà que f est une isométrie directe et donc soit une rotation, soit une translation. De plus,

θ = (
−→
AC,

−→
BD) = arg

(

zD − zB

zC − zA

)

= arg(i) =
π

2
à 2kπ près, k ∈ Z.

montre que f est une rotation d’angle
π

2
.

L’expression complexe de f est de la forme z ′ = iz + a où a est un nombre complexe. De plus,

f(A) = B ⇒ zB = izA + a ⇒ 1 + 2i = i(2 + i) + a ⇒ a = 2.

f est donc la rotation d’expression complexe z ′ = iz + 2. On sait que le centre I de f est l’unique point invariant par f. Or

f(I) = I ⇔ zI = izI + 2 ⇔ (1 − i)zI = 2 ⇔ zI =
2

1 − i
⇔ zI =

2(1 + i)

(1 − i)(1 + i)
⇔ zI =

2(1 + i)

12 + 12
⇔ zI = 1 + i.

f est la rotation de centre I(1, 1) et d’angle
π

2
.

3. L’expression complexe de R la rotation de centre J et d’angle −
π

2
est

z ′ = e−i π

2 (z − zJ) + zJ = −i(z − 3 − 5i) + 3 + 5i = −iz − 2 + 8i.

Mais alors,

z ′

A = −izA − 2 + 8i = −i(2 + i) − 2 + 8i = −1 + 6i = zD,

et

z ′

C = −izC − 2 + 8i = −i(6 + 3i) − 2 + 8i = 1 + 2i = zB.

La rotation R de centre J(3, 5) et d’angle −
π

2
transforme A en D et C en B.

4. Par une rotation, l’image du milieu d’un segment est le milieu du segment image. Par suite, f(M) est le milieu du
segment [f(A)f(C)] c’est-à-dire du segment [BD]. Ainsi, f(M) = N. Le point N est donc l’image du point M par la rotation

de centre I et d’angle
π

2
. On en déduit que le triangle MIN est rectangle isocèle en I.

De même, R(M) est le milieu du segment [R(A)R(C)] c’est-à-dire du segment [DB]. Donc R(M) = N et N est l’image de

M par la rotation de centre J et d’angle −
π

2
. Le triangle MJN est rectangle isocèle en J.

Puisque les triangles MIN et MJN sont rectangles isocèles en I et J respectivement,

le quadrilatère IMJN est un carré.

correction



5. a. Puisque le triangle IAB est isocèle rectangle direct, le point P est le point tel que IAPB soit un parallélogramme.

Donc
−→
BP =

−→
IA ce qui s’écrit encore zP − zB = zA − zI. Par suite

zP = zA + zB − zI = (2 + i) + (1 + 2i) − (1 + i) = 2 + 2i.

De même

zQ = zC + zD − zI = (6 + 3i) + (−1 + 6i) − (1 + i) = 4 + 8i.

zP = 2 + 2i et zQ = 4 + 8i.

b. Les quadrilatères IAPB et ICQD sont des carrés directs. Donc immédiatement

IP

IA
=

IQ

IC
=

√
2 et

(−→
IA,

−→
IP

)

=
(−→
IC,

−→
IQ

)

=
π

4
à 2kπ près, k ∈ Z.

Puisque A 6= C et P 6= Q, g existe et est unique. Or d’après ce qui précède la similitude de centre I, de rapport
√

2 et

d’angle
π

4
transforme A en P et C en Q.

g est la similitude de centre I, de rapport
√

2 et d’angle
π

4
.

c. Puisque le carré IMJN est un carré direct, on a immédiatement g(M) = J. Mais M est le milieu du segment [AC] et
l’image par une similitude du milieu d’un segment est le milieu du segment image. Donc g(M) = J est le milieu du segment
[g(A)g(C)] ou encore

J est le milieu du segment [PQ].
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