Exercice similitude

Le plan complexe est rapporté au repére orthonormé di€act/, v'). On prendral cm pour unité
graphique. On considére les points B, C' et D d’affixes respectives

Z2a=24+14 zp=14+2, z2o=64+3i, zp=—1+406i.
1) Représenter les points, B, C' et D.

2) Montrer qu’il existe une similitude directgtelle quef(A) = B et f(C) = D.
Montrer que cette similitude est une rotation, et préciessr&éments caractéristiques.

3) SoitJ le point d’affixe3 + 5i.
Montrer que la rotatiork de centre/ et d’angle—g transformed enD etC en B.

4) On appellel le point d’affixel + 4, M et N les milieux respectifs des segmepts”| et [BD].
Déterminer, en utilisant les résultats des questions gegtés, la nature du quadrilatér&/ J N .

5) On considéere les point8 et tels que les quadrilaterési P B et IC'Q D sont des carrés directs.
a) Calculer les affixesp etz des pointsP et ().

b) Déterminer% et% ainsi gu’'une mesure des angléé_,)él, I_f’) et <I_(:*, I_C)2> En déduire
les éléments caractéristiques de la similitude dire¢&dle queg(A) = P etg(C) = Q.

c) En déduire quée est I'image deV/ parg. Que peut-on en déduire pour?



correction

1. Voir graphique & la fin.

2. Ona A # Cet B#D. On sait alors qu’il existe une similitude directe et une seule f telle que f(A) =B et f(C) = D.
Notons k son rapport et 8 son angle. On a

2o —z  (—1461)—(14+21) —2+4i i(4+2i)

zc—za (6431 —(2+1) 4420 442

Par suite,

_BD _ [zp—zg| _

k= — = =
AC  |zc —zal

Ceci montre déja que f est une isométrie directe et donc soit une rotation, soit une translation. De plus,

0= (A?,ﬁ) = arg <ZD ZB) =arg(i) = T a 2km prés, k € Z.
Zc — ZA 2

T
montre que f est une rotation d’angle —.

2

L’expression complexe de f est de la forme z’ =iz + a ou a est un nombre complexe. De plus,
f(A)=B=zg=iza +ta=14+21=12+1)+a=>a=2.
f est donc la rotation d’expression complexe z’ = iz + 2. On sait que le centre I de f est 'unique point invariant par f. Or

2(1 +1 2(1 +1
Q0 +i) <:>ZI:7( +1)<:>7-1:1+i.

2
f=leza=tz+2c(l-Jza=2cz2=—cz21= 12412

1—1 (1= +1)

f est la rotation de centre I(1,1) et d’angle ;

T
3. L’expression complexe de R la rotation de centre ] et d’angle —3 est

2/ =e ‘I (z—z;)+2z;=—i(z—3—-51) +3+5i=—iz— 2+ 8i.
Mais alors,
zh =—iza =2+ 8 =—i(24+1) -2+ 8i=—-1+6i=2zp,
et

26 =—izc =2 +8i=—i(6+31) =2+ 8i=1+2i =zp.

La rotation R de centre J(3,5) et d’angle 77—; transforme A en D et C en B.

4. Par une rotation, 'image du milieu d’un segment est le milieu du segment image. Par suite, f(M) est le milieu du
segment [f(A)f(C)] c’est-a-dire du segment [BD]. Ainsi, f(M) = N. Le point N est donc I'image du point M par la rotation

de centre I et d’angle 5 On en déduit que le triangle MIN est rectangle isocéle en 1.
De méme, R(M) est le milieu du segment [R(A)R(C)] c’est-a-dire du segment [DB]. Donc R(M) = N et N est I'image de
M par la rotation de centre J et d’angle ,E' Le triangle MJN est rectangle isocéle en J.

Puisque les triangles MIN et MJN sont rectangles isocéles en I et ] respectivement,

le quadrilatére IMJN est un carré. I




5. a. Puisque le triangle IAB est isocéle rectangle direct, le point P est le point tel que IAPB soit un parallélogramme.
Donc Iﬁ’ = IA ce qui s’écrit encore zp — zg = za — z1. Par suite

zp=za+zp—2z1=24+1)+(1T+21)—(1+1) =2+ 2i.
De méme

2o =zc+2zp —z1 = (6+31) + (=1 +6i) — (1 +1) =4+ 8i.

zp =2+ 2iet zq =4+ 8i. I

b. Les quadrilatéres IAPB et ICQD sont des carrés directs. Donc immédiatement

%:%:ﬁet (U’\,ﬁ) :(ﬁ,@)zz—taZkﬂprés,kEZ.

Puisque A # C et P # Q, g existe et est unique. Or d’aprés ce qui précéde la similitude de centre I, de rapport v/2 et

d’angle 7 transforme A en P et C en Q.

T I
g est la similitude de centre I, de rapport v/2 et d’angle T

c. Puisque le carré IMJN est un carré direct, on a immédiatement g(M) = J. Mais M est le milieu du segment [AC] et
I'image par une similitude du milieu d’un segment est le milieu du segment image. Donc g(M) = ] est le milieu du segment
[g(A)g(C)] ou encore

J est le milieu du segment [PQ].

quesmi.B





