(4éme)

(4éme)

EXERCICES CORRIGES (3e+4e annee)

Exercice 1 Valeur exacte du cosinus et du sinus de 7/12

On considére les deux nombres complexes suivants:

LT LT
[ —I—

z=¢e3 et z=¢e 4
1. Ecrirez et z, sous forme algébrique.
2. Déerminer les écritures sous formes al gébrique, exponentielle et trigonométrique de z 2.
3. Endéduirelavaleur exacte du cosinus et sinus suivants :
cosl—n2 et sinl—T[2
Exercice 2 Des pistes pour démontrer qu'un complexe est réel ou imaginaire pur
Démontrer les équival ences suivantes :
Zréd & Z2=Z7
ZeR < (Z=0ou arg(2) =0([n])
Zimaginairepur < Z+Z=0
ZeiR < (Z=0 ou arg(2) = g [])
Applications:
1. Comment choisir le nombre complexe z pour que Z = Z + 2z — 3 soit réel ?
Soit E I'ensemble des points M du plan complexe d'affixe z tels que Z soit réel. Déterminer E.
2. On considére les points A et B d'affixes respectivesi et 1. Soit M un point du plan d'affixe z distinct de A.
1-z

On pose ="
P i—z

Déerminer I'ensemble E des points M tels que Z soit réd.

Déerminer I'ensemble F des points M tel's que Z soit imaginaire pur.

Exercice 3 Ecriture complexe de transformations
1. Soit f latransformation du plan complexe qui a M(2) associe M'(Z) tel que:
Z=az+3i
Déerminer lanature et les déments caractéristiques de f lorsque a = 2, puislorsque a = —i
2. Ondonne A(1), B(2+1i), A'(2i) et B'(1 +i).
Vérifier que AB=AB'"

Démontrer qu'il existe une unique rotation r telle quer(A) = A' et r(B) = B'. La déterminer.

Exercice 4 Lieux de points

Soit z un nombre complexe différent de 1. On note M le point du plan complexe d'affixez. On pose Z = 2—“1 .
Déerminer I'ensemble :

1. EdespointsM tels que Z soit réel.

2. FdespointsM telsque |Z] = 1.

3. Gdespoints M telsquearg(2) = g [27].
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Exercice 5 Utilisation des nombres complexes pour établir une propriété algébrique
Soient a, b € Z. On suppose que a & b sont |a somme de deux carrés:
il existex,y e Ztelsquea= x*+y® e il existezte Ztelsqueb= z° +t°

Démontrer que le produit ab est encore la somme de deux carrés. (Idée: écrire (x2 + yz) = |x+ iy|2 etc...)

Exercice 6 ldentité du parallélogramme
Démontrer que pour tous nombres complexesZ et Z', on a:
1Z+ZF+2-2ZF=21ZF + 21Zf
(Indication : utiliser larelation : |Z|2 =227)

Interpréter géométriquement.

(4éme) Exercice 7 Racinesde I'unité. Applications

Soit n e N". On appelle racine n®™ de I'unité tout nombre complexe z tel que:
2"=1

On note Uy, I'ensemble des racines n®™ de I'unité. Par exemple, U, = {-1, 1}.

1. Démontrer que:
2ikn
Un= {e n,ke{01] .., n—J}}

Démontrer que la somme des racines n°™ de I'unité est nulle.

Démontrer que, dans repére orthonormal direct (0,66, ), les images A (0 < k < n - 1) des nombres
wx= e " sontles sommets d'un polygone régulier.

2. Applications:
a) Soit Z e C. On appelle racine n°™ de Z tout nombre complexetel que:
"=7
Soit R=|Z| & ® un argument de Z. Démontrer que Z admet les n racines n®™ suivantes :
(O 2kn
i‘/ﬁe'(TT), O<k<n-1
b) Soit f lafonction polyndme définie par :
f)=x*+1
Déerminer les racines quatriemes de —1 puis en déduire que f peut sécrire comme un produit de deux
fonctions polyndmes de degré 2 a coefficients réels.
¢) Soit zun nombre complexetd que: 1+2+72=0

Démontrer que z est une racine 12°™ de l'unité.
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Exercice 8 Transformation de a cosx + b sinx

Soient a et b deux réels. Démontrer qu'il existe deux réelsR et 6 tels que pour tout x € R :
acosx+bsinx=Rcos(x - 0)

Application : résoudre, sur R, I'équation : cosx+snx=1

(4éme) Exercice 9 Calcul dela valeur exacte de cos(2x/5) et cos(4/5)
Pour connaitre le but de cet exercice, sereporter alaquestion 5.
1. Résoudre, dans C x C, le systéme suivant :

1
U+v=—=

1
u=—=
4

2
= 7
2. Onposew= e 5 .Démontrer que: o’ + o' +o’+ 0’ +0*=0

En déduire (al'aide des formules d'Euler) que:

3. Démontrer que:

e
(271) (471) . 271) . (471) (471)
— — | —sin| = |dn| = | = g
5 5 5 5 5
4. En déduire que: cos(ﬁ) cos(ﬂ) :_E
5 5 4

5. Démontrer que: cos(ﬁ) = ~1+5 et cos(ﬂ) = -1-V5

5 4 5 4

Exercice 10 Carrés et parallélogramme
ABC est un triangle de sens direct.
DBA est un triangle isocéle et rectangle en D de sens direct.

ACE est un triangle isocéle et rectangle en E de sens direct.

> -
On congtruit le point L tel que CL= DB.

1. Faireunefigure.

2. Démontrer que EDL est un triangle rectangleisocé e en E de sens direct.
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Exercice 11 Descarrés autour d'un quadrilatére (Théoréme de Von Aubel)

On considére un quadrilatére ABCD de sens direct.

On construit quatre carrés de centres respectifs P, Q, R et S qui Sappuient extérieurement sur les cotés [AB],
[BC], [CD] et [DA] du quadrilatére ABCD. (Voair figure)

Le but du probléme est de démontrer que les diagonales du quadrilatére PQRS sont perpendiculaires et de

méme longueur.

Onnotre a, b, ¢, d, p, g, r et s les affixes respectives des points A, B, C, D, P, Q, R & S dans un repére

orthonormé (0,66, ) de sensdirect.

1. Démontrer que dans le carré construit sur [AB], on a:
a-ib
1-i

Etablir des relations analogues pour g, r et s en raisonnant dans les trois autres carrés.

2. Calculer : s=q
r-p

Conclure.
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Exercice 12 Descarrés autour d'un triangle (Point de Vecten)

On considére un triangle ABC de sens direct.

On congtruit trois carrés de centres respectifs P, Q et R qui sSappuient extérieurement sur les cotés [AB], [BC] &t
[CA] du triangle ABC. (Vair figure)

Onnotrea, b, c, p, g et r les affixes respectives des points A, B, C, P, Q & R dans un repére orthonormé
(0,e1,6,) desensdirect.

1. Démontrer que lestriangles ABC et PQR ont |le méme centre de gravité.
2. Démontrer que dans le carré construit sur [AB], on a:

a—ib

1-i

Etablir des relations anal ogues pour g et r en raisonnant dans les deux autres carrés.
3. Démontrer que les droites (AQ) et (PR) sont perpendiculaires
En déduire que les draites (AQ), (BR) et (CP) sont concourantes.

Information : ce point de concours Sappelle "point de Vecten" du triangle ABC.
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(4éme) Exercice 13 Théoréme de Napoléon

On munit le plan d'un repére orthonormé (O, €;,€,) de sens direct.

PARTIE A : des caractérisations du triangle équilatéral
2in
Onnotej = e 3 . Soient U, V et Wtrois points du plan d'affixes respectives u, v et w.
1. Démontrer I'équivalence suivante :
UVW est équilatéral de sensdirect < u—v=—j4(w-v)
2. Démontrer I'équivalence suivante ;

UVW est équilatéral de sensdirect < u+jv+j2w=0

PARTIE B : démonstration du théoréme de Napoléon

ABC est un triangle quelcongue de sens direct. On construit les points P, Q et R tels que BPC, CQA et ARB
soient des triangles équilatéraux de sens direct.

On note U, V et W les centres de gravité de BPC, CQA et ARB respectivement.

Démontrer que UVW est équilatéral de méme centre de gravité que ABC.



http://bacamaths.net/

Exercice 14 Nombres complexes et suites

Le but de cet exercice est I'éude de la suite (S,) définie, pour n > 2, par :

gl
k=0

in

1. Onpose, pourn = 2: z=en
n-1
Calculer lasomme z
k=0
. 2 1
2. Montrer que, pourn = 2: — =14+ ——
ar] N
2n
. 1
3. Endéduireque, pour n > 2: S=—F<
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correction des exercices
Guesmi.B

Exercice 1 Valeur exacte du cosinus et du sinus de 7/12

1. Ona: Zl=1+i£ et 22:_2_i£
2 2 2 2

2. Formealgéorique de 21z :
(l \/é](\/é .\/2] J6+2 62
2= |=+i— || ——-i—|= +i

2 2 2 2 4 4
r or n
Forme exponentielle de z;z, : zz=e3¢ 4=¢el2
. L. T . ... T
Forme trigonométrique de z;z : 27 = cosE +isn i

3. Enidentifiant la forme trigonométrique avec la forme algébrique de z,2,, il vient :

x_ VB+2 n B2

e sin—
12 4 12 4

Exercice 2 Des pistes pour démontrer qu'un complexe est réel ou imaginaire pur

D'une part : Zestréd © Im(2)=0 < Z2-7Z=0< Z2=2
Zestimaginairepur < Re(2)=0 < Z+Z=0
D'autre part :

ZeR o (Z=0ou arg(2)=0[2n] ou arg(D)=n[2rn]) < (Z=0 ou arg(Z)=0[n])

ZciR < (Z=0 ou arg(Z)zg [27] ou arg(Z)z—g [27]) < (Z=0 ou arg(Z)zg [n])
Applications:
1. D'apréscequi précede et d'apres les propriétés de la conjugaison :
Zréd o Z=7 & P+22-3=2+22-3 & (z- 2)[(z+ 2) +2] =0
Zréd o (z= z 0u2Re(2) =-2) < (zréd ou Re(z) =-1)
L'ensemble E recherché est I'union des deux droites d'équations respectivesy = 0 et x = —1.

2. Détermination deE :

On rappelleque z= i. Autrement dit M est distinct de A. On aalors:

Z_ZBJ - o>

ZeR o (Z=0ou aagZ=0[n]) & (z=1 ou arg( =0[n]) © (M=B ou (AM , BM )=0][n])

Z—27p
ZeR & A MetBalignés M= A

On en déduit : E est ladroite (AB) privée du point A
Déermination de F :

Onrappellequez=i. Onaalors:
ZeiR < (Z=0 ou arg(Z)zg [1]) < (z=1 ouarg (ﬂj:g [7])
T 4A
- - -
ZeiR < (M=B ou(AM , |3|\/|)=E [n])

D'olr : F est le cercle de diamétre [AB] privé du point A
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Exercice 3 Ecriture complexe de transformations
1 a=2
Montrons que f admet un unique point invariant. Pour cela on résout |'équation :
flo)=o
w=20+3i
o=-3i
Latransformation f admet un unique point invariant Q d'affixe o = —3i.
Pour déterminer la nature de f on exprime Z — o en fonction dez- w .

z2'=2z+3i
o=20+3i

Ona:

En soustrayant, membre & membre, ces deux égalités, on obtient :
Z-0=2(z-0)
On en déduit, gréce a son écriture complexe, que f est I'nomothétie de centre Q(-3i) et de rapport k = 2.

a=-i

Montrons que f admet un unique point invariant. Pour cela on résout |'équation :

fl@)=o
o=—io+3i
_ ii: 3+3

1+i 2

Latransformation f admet un unique point invariant Q d'affixe o = 3+23' .

Pour déterminer la nature de f on exprime Z — m en fonction dez— w .
Z'=—iz+3
o=i0+3

Ona:

En soustrayant, membre & membre, ces deux égalités, on obtient :
Z-0=-i(z2- o)
On en déduit, grace a son écriture complexe, que f est rotation de centre Q et d'angle—g .
2. Ona: AB=AB =42
Soit r une rotation de centre QQ et d'angle 6. Son écriture complexe est :
Z-w=2¢%@z-on)

Montrons que I'on peut chaisir, de maniére unique, ® € C et 6 € [0, 2n[ telsquer(A) = A' et r(B) = B'.

La condition r(A) = A' donne : 2i-0=¢e(1-w)
La condition r(B) = B' donne : l+i-0=€e'@2+i-w)
En soustrayant membre & membre : i—1=¢€%-1-1)
D'ou GO
T
0=—— [2n
> [2n]
On en déduit : 2i-—o=-i(1- o)
3+3i
w=
2

Latransformation cherchée est la rotation de centre Q d'affixe 3+3

T
et dangle——=.
g 2
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Exercice 4 Lieux de points

. R . z-z
L'idée est de seramener a une expression du type Z = A

afin de pouvoir I'interpréter géométriquement.

B
Introduisons pour y parvenir le point A d'affixe—i et le point B d'affixe 1.

1. Onaans:
- -
Zréd < (Z=0 ou ag(2)=0([n]) < (z=2zy ou (BM, AM ) =0[n])
- -
Or, (BM, AM )=0[n] < M appartient aladroite (AB) privéede A et B
On en déduit finalement :
E est ladroite (AB) privée de B
2. [Z1=2 < |z—2z\=|z- 2| & AM=BM < M appartient &la médiatrice de [AB]
F est lamédiatrice de [AB]
T = - T
3. arg(2) = > [2r] & (BM, AM ) = > [2r]

G et le demi-cercle de diamétre [AB], privé de B, td queletriangle AMB soit direct

Exercice 5 Utilisation des nombres complexes pour établir une propriété algébrique
Ona: ab= |x+iyl” [z+it]?
Et d'aprés |es propriétés des modules : ab = |[(x+iy)(z+it)?

ab= |0z yt) +i(yz+xt)”

ab = (xz— yt)? + (yz+ xt)?

Or,xz—yte Zetyz+xt € Z, donc ab est aussi la somme de deux carrés.

Exercice 6 ldentité du parallélogramme
Ona:
Z+ZP+12-Z2F=@Z+Z)Z+Z)V+(2Z-2)(Z-2)V=2Z+2Z7'+27Z+272'+2Z-272'-27Z+27

1Z+ZF+2-2ZF=21ZF + 21Zf

Interprétation :

- -
Soit ABCD un parallé ogramme. Notons Z |'affixe de AB et Z' I'affixede AD .

Onadonc:

AC’ + BD” = 2AB? + 2AD?

Autrement dit : dans un parallélogramme, la somme des
carrés des diagonales est égale a la somme des carrés des

cOtés
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Exercice 7 Racinesdel'unité. Applications
2ikn
1. Dga, pour tout nombre complexe wy défini pour k € {0, 1, ..., n—1} parox=€e " ,ona:

of = e?kT=1
Les &éments de U, sont bien des racines n®™ de l'unité.
Réciproquement, soit z une racine n®™ de |'unité :

"=1
Notonsr lemodule de z et 6 I'argument de zsitué dans [0, 2x[. Ainsi, on a:

" |n9 =1= e
Or, deux nombres complexes égaux ont méme module et des arguments égaux (modulo 2r), d'ou :
r"=1 et nd=0[2n]

Commer est un réel positif, on a nécessairement r = 1. D'autre part, I'égalité n6 = 0 [2r] signifie qu'il existe

un entier relatif k tel que:

no = 2kn
n
Et comme on achois 0 € [0, 2x], il vient :
0<k<n
Et commek est un entier : O<ks<sn-1

Il y a donc exactement n racines n®™ de I'unité qui sont les nombres ey, pour 0 < k< n—1:

2ikn
Un= {e n,ke{01 ...,n—:l}}

Avec les notations précédentes, et en notant o = ;, On constate que :

Wk = (Dk
La formule de sommation de termes consécutifs d'une suite géométrique donne alors :

n-1 _.n
1-o =0 puisquew"=1
()

Denplus, pour toutk € [0,n—1], ona:

2in On anoté, par commodité :

(O'Ak O'Ak+1)_arg( j:en [2n] on=mp=1 & A=A,

On en déduit que AgA;... A, 5 est un polygone régulier.

2. Applications:

a) On procéde comme pour les racines de l'unité. Soit z=re'® e C.

Ona:
Zn=Z Lt I’n jnd _ Re'® Lt - = O 2n = 2k
ne =0 [2n] OEF{?} |IeX|stekeZtquuee_F+T
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b)

<)

Et comme on peut toujours choisir 6 {%,%+2n{ , il vient :
O<k<n-1

Les racines n°™ de Z sont donc les n nombres complexes suivants :

(0.2
YrRe'" "/ 0<k<n-1

Remarque : s on connalt déja une racine n®™ particuliére z, de Z, on peut en déduire toutes les autres en

multipliant z, par les racines n®™ de I'unité. En effet :

(=2¢ 2"=2) < (%) =1 < il exisek € [0,n— 1] tel que%ﬂok

D'ol: (Z=Z & 72"=2) < il exitek € [0,n- 1] tel quez= w2

Lesracinesquatriemesdel'unitésont: 1, -1,i et i
On connalt une racine quatriéme particuliere de—1:

LT
i=

e 4
Lesracines quatriemes de —1 sont donc :

i i i i
e4,—e4,iedet—ie?

LT 3in 3in .

T
3ix 0T
Cest-a-dire: ed4,e 4 ,e4ee 4

Or, lesracinesde x*+ 1 sont précisément les racines quatriémes de —1. On a donc la factorisation :

Y dn\( Emy(
f)=x*+1= (X—e“] (x—e4 ](x—e“ ] (x—e 4 ]

En regroupant les racines deux par deux (en choisissant celles qui sont conjuguées), on obtient :
f(x) = (xz - 2XCOS% +1) (xz - 2x003377fT +1)
f)= (X —x/§x+1) (x® +x/§x+1)

Nota : les amateurs de forme canonique peuvent retrouver ce résultat sans passer par les complexes:

x*+1= (x2+1)2—2x2 = (xz—x/§x+1) (x2+x/§x+1)

On sait que: 1+2+2=0
En multipliant par z: z2+2+2=0
Puis encore : Z2+2+7°=0

Z2+7+7=0

En sommant les quatre égalités, membre a membre :

Il est clair que z ne peut pas ére égal a 1. La formule de sommation de termes consécutifs d'une suite

géométrique donne alors:
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D'ou %=1

Donc z est une racine douziéme de |'unité.

Exercice 8 Transformation de a cosx + b sinx
Sia=Db=0, il suffit de choisir R= 0 et 6 quelconque.
Supposons (a, b) = (0, 0) et posons Z=a + ib. On adonc Z = 0.
Notons : R=|[Z| e 6 un argument de Z.
On sait qu'alors: a=[ZcosO e b=|Z|sn6
Onaaing, pour toutx € R :
acosx+bsinx=R(cos0 cosx+sn O sinx)

Et d'apres les formules d'additions :

acosx+bsinx=Rcos(x - 0)
Application :

En utilisant ce qui précéde en posant Z=1+i (R=+/2 et 0 = % [2n]), I'équation proposée sécrit :

cos(x—%)z %zcos

D'ol : X_EZE
4 4
x=g [27] ou x=0[2x]

[27] oux-— %:—% [27]

Exercice 9 Calcul dela valeur exacte de cos(27/5) et cos(47/5)
1. On procéde par substitution. La premiére éguation donne :

1
v=-U- =
2

En remplagant v par —u — % dans la seconde équation, il vient :
(-2)-3
uj-u-=|=-=
2 4

A% +2u-1=0

En multipliant par —4 et en développant :

On obtient une équation du second degré. Son discriminant est :
A=b*-4ac=20
CommeA >0, il y adonc deux racines rédles distinctes :

_-b-vA_-1-+5 o U —b+VA _ -1++5
2a 4 2 2a 4

1
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On en déduit les valeurs de v correspondantes :

1 -1++5 1 -1-+5
vi=—U — == e Vo=—Up— ==
2 4 2 4

Conclusion : le systeme admet deux couples de solutions :

. {—1-@_“@];(_1”5 _1_@]}

4 4 4 4

2
. 1l sagit de la somme de cing termes consécutifs d'une suite gégométrique de raison e 5 .Onadonc:

5

o)0+(ol+(02+(03+(o4=1_(0 =0ca o°=1
-

2 An 6n G

D'ou : l+re5+e55+e5+e5=0
or: O _ o e E=_2 oy
5 5 5 5

2 A _An 2n
On peut donc écrire: l+e5+e5+e 5+e 5=0

Et dapréslesformulesd'Euler: 1+ 2 cos(z—sn) +2 cos(d'—sn) =0

(211) (471) 1
cos| — | +cos| — | =—=
5 5 2
. D'apréslesformules d'additions:

o 5 ool 55 el 5 {5 ol ()
T e N N i s R e

. En additionnant, membre a membre, les deux égalités ci-dessus et en utilisant la question 2. :

(ol

Or, cos(ﬁ)>0 car Ee {O,E} etcos(ﬂ)<0 car ﬂe F,n]
5 5 2 5 5 2

D'apréslaquestion 1, on en déduit :

OOS(@) _-1+45 006(471) _-1-45

5
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Exercice 10 Carrés et parallélogramme

1. Figure

2. Munissons le plan d'un repére orthonormal direct (0,66, .
Notonsa, b, ¢, d, e et | les affixes respectives despoints A, B, C, D, E et L.

Comme A est I'image de B par larotation de centre D et d'angle g :

a-d=i(b-d)
De méme dans ACE : c—-e=i(@a-e
N
Enfin, puisque L est I'image de C par latrandation de vecteur DB :
I=c+b-d

Exprimons| — een fonctionded —e:
|-e=c-e+b-d=i(a-€e) —i(a-d)=i(d-e)

Donc L est I'image de D par larotation de centre E et d'angle g .

Letriangle EDL est bien rectangle isocée en E de sens direct.
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Exercice 11 Descarrés autour d'un quadrilatére (Théoréme de Von Aubel)

1. Puisque ABCD est de sens direct et que P est le centre du carré construit extérieurement sur [AB], on peut
affirmer que A est I'image de B par larotation de centre P et d'angle g :

a-p=i(b-p)
a-ib=p-ip
a-ib
D'ou : =
P 1-i
On obtient de méme:
q= b—|_c’ . C—I-d o s— d—l_a
1-i 1-i 1-i

s—-q d-b+i(c-a) i

2. Onaadlors: - =
r-p c—-a+i(b-d)

On en déduit, d'une part, que les droites (PR) et (QS) sont perpendiculaires.

ﬂ=1,ona: PR= QS
r-p

De plus, comme

Les diagonales du quadrilatére PQRS sont donc perpendiculaires et de méme longueur.
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Exercice 12 Descarrés autour d'un triangle (Point de Vecten)

1. Comme A est I'image de B par larotation de centre P et d'angle g :

a-p=i(b-p)
Deméme: b-qg=i(c-0)
c-r=i(a-r)

En additionnant membre & membre cestrois égalités:

a+b+c-(p+g+r)=i(@a+b+c-(p+qg+r))

D'olr : a+b+c=p+qg+r

. . o a-ib

2. Delareation a—p=i(b—p) on déduit: p= i
De méme: q=b;l_C g r="12
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3. Ona: r-p_ c—a+|_(b—a):i
g-a b-a+i(a-c)

On en déduit que les droites (PR) et (AQ) sont perpendiculaires. Autrement dit :
(AQ) est lahauteur issue de A dans le triangle PQR
En raisonnant de méme par rapport aux autres cbtés, on constate que (BR) et (CP) sont les deux autres
hauteurs du triangle PQR.
Lesdroites (AQ), (BR) et (CP) sont donc concourantes.

Exercice 13 Théoréme de Napoléon
PARTIE A : des caractérisations du triangle équilatéral

1. S UVWest équilatéral de sensdirect, alors U est I'image de W par larotation de centre V et d'angle % :

in

u-v=e3 (w=v) W
4n A 2 in
Or: ’=-ed=-e 3=¢€"e 3=¢’
D'ol: u-v=—j3w-v)
Réci proguement, SUpposoNS U v

in

u—v=—3w-v)=e3 W-Vv)
Alors, U est I'image de W par la rotation de centre V et d'angle % donc UVW est équilatéral de sensdirect.

2. Supposons UVW équilatéral de sens direct. D'aprés ce qui précéde, on a:
U-v=—j3w-v)

u+(-1-%v+jw=0

Or,1+j+j*=0donc: U+jv+jw=0
Réciproquement, supposons : U+jv+jw=0
Alors, par leméme calcul : u-v=—j3w-v)

Et d'apréslaquestion 1. : UVW équilatéral de sens direct
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PARTIE B : démonstration du théoréme de Napoléon

Par hypothése, on a: a-w=jb-w (E)
b-u=jc-u) (E)
c-v=ja-v) (&)

En additionnant, membre a membre, lestrois égalités, il vient :

a+b+c-(u+v+w=jl@a+b+c—(u+v+w))

D'ol : a+b+c=u+v+w

Ce qui prouve d§ja que UVW ale méme centre de gravité que ABC.

De (E;) on déduit : w= al_—Jjb
. _ b—jc

De méme avec (E,) e (Es) : u= 1]
v c—j_a

1-j

On calcule maintenant :

20— a-jb+jb-j’c+j’c-a_
1-j

U+jv+j 0

Donc: UVW est équilatéral de sensdirect
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Remarque : pour aller plus loin avec cette configuration, on peut aussi démontrer que les droites (AP), (BQ) &t
(CR) sont concourantes en un point T appelé "point de Torriceli". Ce point T possede de belles propriétés : il
est le point de concours des cercles circonscrits aux triangles ABC, ABR, ACQ et BCP, c'est aussi le point qui

rend minimal la distance MA + MB + MC (lorsque les angles du triangle sont inférieurs & 120°).
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Exercice 14 Nombres complexes et suites

1. Il sagit d'une somme de termes consécutifs d'une suite géométrique deraison z = 1, donc:

n-1 n
1-z
zk = =

2 apodo-1
1-z 1-z

2. Ona, pourtoutn = 2:

L L .3 i -
l-z=1-enh=¢e2"|e 2" -2 |=-2e2" sin(z—)
n

5 (olz)wlz)
ie 2n on | on
D'ou : 2 _le? _ 2n n)) 41
SO
2n 2n

3. Enidentifiant les parties imaginaires, on obtient :

4. Ona, pourtoutn=2: Uy = =
s . s
ntan() nsm()

Or, on sait que : lim —20 _—1
n—+wo . T
sm()

2n

(Car lim 2"X_ )
x—0 X

Et comme |im cos(n) =1, il vient finalement :
n— -+ 2n

. 2
lim u,= —
N—+o0o T

On dit que la suite (S,) converge "en moyenne" vers 2 .
T
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