ETUDE D’UNE FONCTION RACINE

Une voiture 4x4 doit aller d’un point A situé sur une route a un point B en traversant un champ.
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Sachant que sa vitesse sur la route est de 40 km/h et que sa vitesse a travers champs est de 20 km/h, déterminer la position
du point H pour que le temps mis pour aller de A a B soit minimal.

| CORRECTION
Notons x la distance AH. Ainsi x € [0;10]

Entre A et H, la vitesse étant égale a 40 km/h , le temps de parcours est égal a 4—); heures

Entre H et B, la vitesse étant égale a 20 km/h , le temps de parcours est égal a % heures

Grace au théoréme de Pythagore, on établit que HB = \1(10 - x)2 +4% =4/x* —20x+116

La durée du trajet entre A et B s’exprime en fonction de x grace a la fonction définie sur [0;10] par:
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La fonction f'est dérivable sur [0 ;10] et pour tout x € [0;10] , f (x) =

=t —
40 20 5,2 _20x+116
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Puisque pour tout xe[O;lO], 40V x> —20x+116 >0, I’étude du signe de f'(x) se rameéne a celle du signe de

VX2 —20x+116 +2x—20

On résout 1’inéquation

VxZ —20x+116+2x-20>0 <V x2 —20x+116 > 20— 2x

Puisque x €[0;10], 20—2x>0.

On transforme I’expression : f*(x)=

Les deux quantités étant positives, I’inéquation Vx? —20x+116 >20—2x est équivalente a
2
(\/xz —20x+1 16) >(20-2x)* c’est-a-dire &

x2 —20x+116 > 400 — 80x + 4x>

< 3x% —60x+284 <0
En calculant le discriminant de I’expression 3x2 — 60x + 284 , on obtient A = (—60)2 —4x3x284=192

60—192  60-83 30-4/3
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Le trindme admet donc deux racines réelles x; = =10- g\/g >0 et x, =10+ %ﬁ
D’apres la régle du signe d’un trindme,

pour tout x € |x;x; [, 3x2 —60x+284 <0, et pour tout x e Jo05xq [ U s +00] 3x% —60x+284 >0



Mais puisque x, >10, I’ensemble de solutions de I’inéquation x?—20x+116 >20—2x est donc
4
S =]x;10] :}10—5\6;10]

Ainsi, pour tout x € |x;;10], f’(x)>0.

La fonction f'est donc strictement décroissante sur [0;x; ] et strictement croissante sur [x;;10].

Elle admet donc un minimum pour x; =10— gx/g ~ 7,69 km

La voiture doit donc quitter la route aprés 7,69 km environ





