PAGE1l

IExercices sur les nombres complexes

Qcm 1

une seule réponse est exacte.

Une réponse exacte rapportelpoint

A B C D
Le point M
2+4i ' offi —
1 7t d affixe Z est sur 7.7 ~ Zestun 7-2;
2_; lecercle imaginaire pur.
trigonométrique.
Le point M .
Unargumentde Z | Unargument de | o affixe Z est Le point M
. _ [ led d' affixe Z2est
2 7 =3—i eg_S_” 7 e & sur le cercle de ' axe d
6 6 centre O, de surl axe des
ordonnées.
rayon 2
Lo _ .. 8
zverllfle z+|z|. 6+2i ; 8 8, 8., 8,
3 ' écriture algébrique de z 3 374 37 374
est:
Correction
1. Leplussimple est desimplifier Z: Z = 22+4.l = (2+j’)(12+’) = 2i . Donc reponse C.
— i +

2. Rien qu'en faisant la figure on voit que B est juste (arg(Z)=— 7/6). On peut voir les autres réponses : le module de Z est 2, C n'est
pasbon; pour D ; z2 =3-1+2i/3 =2+2i~/3 donc faux.

3.Comme | z| est unréd, il faut que z =...+2i , soitz = ...—2i. Ceci élimine C et D. Ce module vaut 10/3, il faut donc que la partie
réelle fasse 8/3, réponse A.
Qcm 2

Dans chacun des cas suivants,répondreparVV RAIouFAUX . Aucunej ustificationn’ estdemandée

1. Le nombre complexe (1+ i)!° est imaginaire pur.
1-iv3
1+i)

3. 4 est le point d'affixe —1+2i dans un repére orthonormal. L’ ensemble des points M d’ affixe z vé&rifiant (z+1-2)(z +1+2)=4

est le cercle de centreA et derayon 4.
Correction

2. Le nombre complexe est de module 1 et I’ un de ses arguments est %T .

2 \10 50
1. Vrai : s on passe en forme trigonométrique ¢’ est immédiat : (1+ )™ = [ 2e4 J =2%¢ 2 =32,

-z T 1 571
1-iJ/3 < T 5 7
N2 Ze —¢ 3¢ 2=¢ 6 doncdemodule 1 maisd argument ——-=—"(27).
@+i? 2 6 6

3.Faux:on développe: (z+1-2i)(z+1+2i)=zz+(1-2)z+(1+2i)z+1-4* d'ou en remplacant z par x+ip,
X2+ 2 +(1-2)(x— i) +(A+ 2)(x +iy)+ 5= 4= ¥? + ) + x—dy+1=0= (x+ 1P +(y—2¢ =4

2. Faux :

rayon est 2.
on remarque que Z+1+2i=z+1-2 d'ol |z —(-1+2i) |2 =4 maislaconclusion est identique.
VRAI-FAUX 1
5 T
On considére le nombre complexe: Z :—re3 .
+i
aOna:|Z|=1

in

b.Ona: Z=—(1-i)e3.

c.Leréd —% est un argument de Z.
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13irx
d.Ona: Z=e12
Correction
v/
a Vrai: Ona: |Z|:‘—£ le3 :ﬁ.lzl
1+i 2
N T i
b. Faux: Ona: Z:—me3 :—ﬁ(l—i)e3 .
1+1 2
in i3r ir i1l37
c.Faux: Lerédl Z = —£+i£ e3=¢d4e3 =12 or 13—”7&—1(27:)
2 2 12 12

13ir
d. Vrai:Ona: Z=¢12 .
4. VRAEFAUX 2

Question 8. On considére les nombres complexes a=1+i V3 et b=1-i.Alors:

a arga="
3.

b. Il existeau moinsun p de " tel que ¢’ soit réel.
c. Il existeau moinsun ¢ deC” tel que ” soit imaginaire pur.

d. Il existeau moinsun n € tel que " =1.
e. Il exiseau moinsun m € tel que o™ et ™ soient réels.

Correction
z
aVrai: a=1+iV3=2¢3 doncargazg.

b. Vrai: a” estréd s p%Zkﬂ' Soitp:3kaveckeN*.

c.Faux : ¢7 est imaginaire pur s q%:%+kﬂ soit q=§+3k avec ke N donc g¢ N

T
_iE
d. Faux: b=1-i=+2-¢ 4 dol |b|=+2>1 donc »" =1 n'apas de solution.
e Vrai: b" estréd s m%=kﬂ soit m =4k avecke N | Et daprés B) o estréel s m =3k avec keN .Donc a" et b" sont

réelssi m est un multiple de 3 et 4 comme par exemple {12 ;24;36...} .
5. VRAI-FAUX 3

Question 9. Dans le plan muni d’un repére (o;il,j|) un repere orthonormé M d'affixe a et N daffixe b telsque a et b soient

les solutions de I’ équation : z2 —2z+3=0.0na:

a OM.ON =ab.

b. a+b estunnombre réel.

c.Lemilieude [ M,N | est sur I axe des abscisses.

d. Ladroite (MN) est paralléle al’ axe des ordonnées.

e. M et N appartiennent au cercle de centre O et derayon 2.
Correction

) 2 _ . .
a. Faux : Résolvons I’ équation :.A:( 21'\/5) dolia=1+iv2 et b=1-i~/2 donc b=a. Les affixes de OM et ON dansle plan
muni d'un repére (O ; 7, j ) sont respectivement a et b.
On adonc ab=a5=|a|2=12+(\/§)2=3 et OM.ON =11-+22=-1.
b.Vrai: a+b=a+a=2Re(a)=2.Cestunréd.

atb a+a

C. Vrai: Lemilieude [ M, N | apour affixe 5= =1 doncil estsurlaxe des abscisses.

d. Vrai : LespointsM et N ont laméme abscisse égale a 1 donc ladroite ( MN ) est paralléle &I’ axe des ordonnées.

e Faux:0Ona |a|=|a|=|b|=+/3 donc M et N appartiennent au cercle de centre O et derayon V3

6) un peut de calcul

a. On considére le nombre complexe z=1- iN3.
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Mettre z sous forme trigonométrique. Calculer z% et z°. En déduire z'°% et z
b. Résoudre dans C I'équation 2 +8=0 (on remarquera que cette éguation a une racine évidente réelle) . En déduire les solutions

1994

dans C del'équation (iz—1)®>+8=0 . Donner les solutions sous forme al gébrique.
Correction

az=1 —l\/_ 2e
37r

—de 3 =2-2i\3,:%=8 3 =-8.
Comme on tourne a chaque fois de 60°, tous les exposants multiples de 3 raméneront sur |’axe réel (un coup positif, un coup négatif) ;
tous les multiples de 3 +1 (comme 1, 4, 7, ...) seront sur la droite issue de O et passant par z, enfin tous les multiples de 3 + 2 seront
sur ladroite issue de O passant par 2°.
B

1992 est un multiple de 6 (3x332), on a 71992 = p1992 ;3320 _ 5992 g ;1994 _ 904, 21994( 2 —).

b. z3+8=0 a comme racine évidente —2; on factorise z+2: z3+8=(z+2)(az?+bz+0 ce qui donne en développant et

w\::

identifiant les coefficients: z3+8=(z+2)(z%2—2z +4).
Lesautresracines sont alors: z; :1+ix/§, Z5 =1-iV3.

Pour résoudre (iz —1)3 +8 =0 onreprend I’ équation précédente avec le changement d'inconnue Z =iz -1, ce qui donne les solutions
en Z; onrevient en arriére pour les solutions en z.

=—ijZ —i doulestrois solutions :

Z=iz-lciz=7Z+1&z=

i
2o =—i(-2)—i=i, z1 =—-i(1+iN3)—i=3-2i et zp =—i(1-iN3)—i=-/3-2i.

7.un peut de calcul

On donne le nombre complexe z = —\/2+ V2 +i \/2—
a. Exprimer 22 sous forme algébrique
b. Exprimer z2 sous forme exponentielle.
¢. En déduire z sous forme exponertielle.
Correction
a
2

22 :[—J2+ V2 4iN2-2 | =2+ V2 =212+ V222 +i2(2 )

= 242 -2i\J(2+N2)(2-2) =2+ N2 = 242 — 2i\[4—2 = 22— 2i /2.

2 AR
b. z2=22 -2i\2 = 4[ 5 —17J de ~.

_&
C z2=de 4 =|22|=|:f =4 ]z|=2 arg(ZZ):—%[m@ ng(z)z—%rznb arg(z):—gfn] .

i l(—£+ﬂ'j s
Sur [-7 ;7 , onaurait soit z; =2¢ 8, soit 2z, =2¢° & / =2¢ 8
7

Lesigne de lapartie réelle et de la partie imaginaire de z donné dans I énoncé nous donne z= z, = 28 .
8.Second degré

On considére dans C I’ équation du second degré Z2+Z+1=0

1. Résoudre cette équation. On note les solutions z et z», la partie imaginaire de z; étant positive.

2. Veérifier que zp = zf .

3. Mettre z; et z, sous forme trigonomeétrique.

4. Indiquer sur quel cercle de centre O sont situés les points M; et M, d'affixes respectives z et z,. Placer alors ces points avec
précision dans e plan complexe rapporté a un repére orthonormal d’ unité graphique 4 cm.

Correction
) 21 . 2
1. Une équation ultra-classique qui donne les racines z, = #=e 3 etz,= 1 21\/§=e 3.
2 U1 Y3
o (—1+i3Y) A 1-3-2W3 -1-iV3 ¥
2. zi=| ———— | =e*® = = =e =2z,.
2 2 2
3. Dgjafait.

4. Les points en question forment un triangle équilatéral avec le point d’ affixe 1 sur le cercle trigo.
9.équation du secon degré

On désigne par P le plan complexe. Unité graphique : 2 cm.
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1. Résoudre |’ équation d’inconnue complexez : z°> —2z+4=0. On noteraz, la solution dont |a partie imaginaire est positive et z,
' autre. Donner le module et I’ argument de chacun des nombres z,, z,, z2, z5 Ecrire sous forme algébrique z7 et z3.
2. On considere dans e plan les points 4(1+ i«/§) , B1 —i«/§) ,C(-2+ 2ix/§) et D(—2—2i«/§) .

a. Représenter les points 4, B, C et D dansle plan P. Quelle est la nature du quadrilatére ABCD ?
b. Montrer que les points O, 4 et D d'une part et les points O, B et C d'autre part sont alignés. Quel est le point d'intersection des
diagonalesde ABCD ?

c. Quelles sont les affixes des vecteurs 4B et AC ? Montrer gue les droites AB et AC sont perpendiculaires.

Correction

1. z%-22+4=0 : lesracines sont z =1+ i3 et 7 =1- ir/3, dont le module est 2 et I’argument 7/3 et —4/3. Pour les carrés on a
27 _2r

222403 =—24+2i\V3 et z2=4de 3 =-2-2i\3.

2. a. Comme on pouvait s'y attendre (enfin, des fois c'est différent...) les résultats du 1. se retrouvent comme affixes des points du 2.

Onfait lafigure:

ABCD est un trapéze isocéle (les droites (4B) et (CD) sont verticales donc paraléeles; les points 4 et B étant conjugués sont
symétriques par rapport a (Ox), méme chose pour C et D.

b. Avec les arguments ¢’ est immédiat, sinon on utilise les vecteurs: par ex. OC = —2+2i\3= -2(1- i\/g) =—20B. La symétrie par
rapport al’ axe réel montre que les diagonales se coupent en O.
C. AD =—2-2iN3-1-iN3=-3-3iv3 e AC=-2+2iV3-1-iV3=-3+iV3. On peut fare le produit scaaire:

_ .. (-3 -3 ,
AD.AC:(_&EJ.(\EJ=9—9=O.Ceﬂbon.

10. Polynome
1. Développer (1- \/5)2
2. Résoudre dans |'ensemble des nombres complexes|' équation

22 -1+ \/E)z+\/£=0

. 1 . 1
3. Résoudre dans |'ensembl e des complexes les éguations z + —=1 puis z+—= V2.
z z

4. Soit P(z) le polyndme de la variable complexez défini par
P(z)=z* —(1+2)2* +(2++2)2? - (1++2)z + 1.
Vérifier que pour tout z non nul, on a
2
P(—ZZ)Z(Z-Flj —(1+\/§)(z+lj+x/§.
z z z
En déduire les solutions de I'équation P(z) = 0.
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Correction

1. (1-+2)%=1-22+2=3-2/2.
2. zz—(1+x/§)z +/2=0:

A=(1+V2)2 —4\2 =1+ 242 +2 - 42 =1-2/2 +2=(1—~2)?

d ou lewzlazzzwzﬁ.
2 2
1 o 1+iB 0 1-i3
3. (1) Z+—:l<:>zz—z+1:0,g)|t 2= +12\/—122: 12\/— :
z
1 . . . .
(2).Z+—:\/§<:>22_\/£Z+1:0 SOIt le\/i';l\/i,zzz\/gzl\/i
z

4. Pz) =z*-(1+2)22 +(2++2)z2 ~(1+~2)z+1 ; on développe
( z+l]2 —(1+ \/5)[ z+£j+\/§= z2+2z£+i2—(l+\/§)z—(1+\/§)l+ V2,

on met au méme dénominateur et on simplifie:
244222 41-(1442)2° ~(1+2)z+ V222 24 -(1+442)2° +(2+42)22 —(1+2)z +1
2 2

z z

En faisant le changement de variable z+£:Z on al’équation Zz—(1+«/§)Z +2=0 qui adonc les solutions Z, =1,Z, = NN
z

reste & revenir sur z, ce qui donne les deux équations du 3. et donc les quatre solutions zy, z,, z;, z, .

11. Pentagonerégulier

2
On considére le nombre complexe a=e ° . Onnote/, 4, B, C, D les points du plan complexe d'affixes 1, a, a2 a
1. Vérifier qued® = 1.
2.Montrer qued = AB =BC=CD =DI.
3. Vérifier que, pour toutz complexe: z°—1= (z—1)(1+z+ 22+ 2>+ z%).
4.Endéduirequel+a+a’+a’+a*=0.
5. Montrer que ¢ =a? etque a* =a.
6. En déduire que (a+ a)*+(a+a)-1=0.
7.Résoudre, dans R, I'équation 4x*+ 2x —1 = 0.

3, a4.

2
8. Caculer (a+a) et endéduire lavaleur exacte decos ?ﬂ |

9. Placer les points 7, 4, B, C et D dans le plan complexe (unité 4 cm).
Correction
5.
lL.a%=e % =¢d% =1.
2.Lespoints/, 4, B, C, D, sont les images successives les uns des autres par la rotation de centre O d’angle % s Ivasur 4, A sur B,

etc. On adonc égalité des distances (une rotation est une isométrie).
3. On développe et ca marche tout seul.

4.Commea® = 1, a est une solution de I’ équation z° =1, soit de (z -D)(1+z +z%+z3+2z%)=0, mais comme a ne vaut pas 1, a est

solutionde 1+ z+2z2 + 2% +z* =0 etest donc tel que 1+ a+a’+a® +a*=0.
2e ¥ 6r 2 \? 4 . A 6x
3 i— = — i — i 2m—i— i— R 4 —
5.a°=|e® | =e®,a°=|e 5 | =e °=¢ 5 =¢ 5 .Mémechosepour a" =a.

6.Utilisons @® =a° etque a* =a dans 1+a+d® +d +d =0 1+ a+d +a° +a=0,
of (a+a) = +2aa+a* = & +2+a°, on retrouve bien laméme relation.

. ~1-+5 -1+5
7.Lessolutionssont x; = ——,x, = .
4 4
iz 2r
8.(a+a)=e® +e 5 = Zcos?, donc en rempal gant dans (a+a) +(a+a)-1=0, on a

2 2r 2 2 2r . . .
(2003?”)2 +(2005?)—1:0 & 4005 ?ﬂ+ 2COS?”—l= 0, cos? est donc une des deux solutions précédentes. Comme il est

-1++/5

forcémentpositif(%=72°<90°),ilvaut PR






