
 

                               PROBLEME2                                                  Guesmi.B 

1)montrer que ∀𝑥 ∈  −1,1 𝑜𝑛 𝑎:  𝑒𝑥 − 1 ≤  𝑥 𝑒 𝑥  

2)soit 𝑥 ∈] −
𝜋

2
,
𝜋

2
[ et 𝜑 𝑥 =  

1

1+𝑡2 𝑑𝑡
𝑡𝑔𝑥

0
                      (a) 

Montrer que 𝜑 𝑒𝑠𝑡 𝑑𝑒𝑟𝑖𝑣𝑎𝑏𝑙𝑒 𝑠𝑢𝑟 ] −
𝜋

2
;
𝜋

2
[ et déterminer 𝜑′ 𝑥  

En déduire 𝜑 𝑥 𝑒𝑡 𝜑(
𝜋

4
) 

3)soit x∈ 𝐼𝑅 et 𝐹 𝑥 =  
𝑒 𝑡𝑥

1+𝑡2 𝑑𝑡
1

−1
 

a)montrer que F est définie sur IR et calculer F(0) 

b)montrer que pour tout x∈[-1 ;1] on a : 𝐹 𝑥 −
𝜋

4
 ≤  𝑥 𝑒𝐿𝑜𝑔2 

c) en déduire F est continue en 0 

 

CORRECTION 

1) Soit la fonction 𝑓 𝑥 = 𝑒𝑥 − 1 

2) Soit x>0  ,  f est continue sur [0 ;x] dérivable sur ]0 ;x[ donc d’après le théorème des 

accroissement fini  

∃𝑐 ∈]0, 𝑥[   𝑡𝑒𝑙 
𝑓 𝑥 −𝑓(0)

𝑥−0
= 𝑓 ′ (𝑐) ⇔ 𝑒𝑥 − 1 =  𝑥 𝑒𝑐   or 𝑐 <  𝑥  

𝑑𝑜𝑛𝑐  𝑒𝑥 − 1 ≤  𝑥 𝑒 𝑥     (1) 

Soit x<0 donc –x>0 et par suite   d’après (1) on a :  𝑒−𝑥 − 1 ≤  𝑥 𝑒 𝑥   donc 

 𝑒𝑥 − 1 ≤  𝑥 𝑒𝑥𝑒 𝑥 ≤  𝑥 𝑒 𝑥                             (𝑒𝑥 ≤ 𝑒0 = 1) 

2 la fonction t→
1

1+𝑡2  est continue sur IR donc admet une primitive 

donc g(x)= 
1

1+𝑡2 𝑑𝑡
𝑥

0
  est dérivable sur IR 

alors 𝜑 𝑥 =  𝑔𝑜𝑡𝑔  𝑥  

donc 𝜑 𝑒𝑠𝑡 𝑑𝑒𝑟𝑖𝑣𝑎𝑏𝑙𝑒 𝑠𝑢𝑟 ] −
𝜋

2
;
𝜋

2
[ puisqu’elle est composée de fonctions dérivables 

d’où 𝜑′ 𝑥 =  1 + 𝑡𝑔2 𝑥   
1

1+𝑡𝑔2 𝑥 
 = 1 



 

 

alors 𝜑 𝑥 = 𝑥 + 𝑘 ; 𝑘 ∈ 𝐼𝑅      (2)  

en prenant x=0 dans (2) on aura 𝜑 0 = 0 + 𝑘 𝑒𝑡 𝑑𝑎𝑛𝑠  𝑎 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 𝑘 = 0  

donc 𝜑 𝑥 = 𝑥  ; 𝑑𝑜𝑛𝑐 𝜑  
𝜋

4
 =

𝜋

4
 

3)a)la fonction 𝑡 →
𝑒 𝑡𝑥

1+𝑡2  est continue sur IR en particulier sur ]-1 ;1[ 

Et par suite F(x) existe 

𝐹 0 =  
1

1+𝑡2
𝑑𝑡

1

−1
  

1

1+𝑡2  est paire donc 𝐹 0 = 2  
1

1+𝑡2 𝑑𝑡 = 2𝜑  
𝜋

4
 =

𝜋

2

1

0
 

b) 𝐹 𝑥 −
𝜋

2
 =  𝐹 𝑥 −  

1

1+𝑡2 𝑑𝑡
1

−1
 =   

𝑒 𝑡𝑥 −1

1+𝑡2 𝑑𝑡
1

−1
 ≤  

 𝑒 𝑡𝑥 −1 

1+𝑡2 𝑑𝑡
1

−1
 

Or  𝑡 ≤ 1et  𝑥 ≤ 1 𝑑𝑜𝑛𝑐  𝑡𝑥 ≤ 1 

En remplaçant dans   (1) on aura  𝑒𝑡𝑥 − 1 ≤  𝑡𝑥 𝑒 𝑡𝑥  donc 

 𝐹 𝑥 −
𝜋

2
 ≤  

 𝑡  𝑥 𝑒  𝑡𝑥  

1+𝑡2 𝑑𝑡
1

−1
 𝑜𝑟  𝑡𝑥 ≤ 1 donc 𝑒 𝑡𝑥  ≤ 𝑒 

Donc  𝐹 𝑥 −
𝜋

2
 ≤  𝑥 𝑒  

 𝑡 

1+𝑡2 𝑑𝑡
1

−1
 

 
 𝑡 

1+𝑡2 𝑑𝑡 = 2  
𝑡

1+𝑡2 𝑑𝑡 = 𝐿𝑜𝑔2
1

0

1

−1
  

D’où  𝐹 𝑥 −
𝜋

2
 ≤  𝑥 𝑒𝐿𝑜𝑔2 

c)Puisque 0 ≤  𝐹 𝑥 −
𝜋

2
 ≤  𝑥 𝑒𝐿𝑜𝑔2 𝑒𝑡 𝑞𝑢𝑒 lim𝑥→0 𝑥 𝐿𝑜𝑔2 = 0  

Donc lim𝑥→0 𝐹 𝑥 =
𝜋

2
= 𝐹(0)  donc F est continue en 0 

 

 

 

 


