Exercices complexe

Quelle est la partie réelle du nombre complexez= (2 +1i)2?
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Quelle est la partie imaginaire du nombre complexez=(1-1)?
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Le module du nombre complexe z = 4 + 3i est égal a
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Un argument du nombre complexe z = 2 - 2i est égal a
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Siz=2-5ialors
© z=2+5i
sV T z=-24+5
© z=-2-5i

alors la forme algébrique de z est égale a

Soit z le nombre complexe de module 2 et d'argument /3
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Dans © | I'ensemble des solutions de I'équation 22+ z + 1 = 0 est
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La forme exponentielle du nombre complexe z = -2 - 2i est
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Soient A, B, C et D quatre points distincts du plan complexe muni du repére orthonormé
(0 u;v] d'affixes respectives za , zs , Zc , Zp
Une mesure de l'angle (A5 CL ) est
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Soient A, B, C points distincts du plan complexe muni du repére orthonormé (< ;2 v)
d'affixes respectives za , zg , Zc .

On sait que :
ZeZF4 3
Zp T Z4

On peut en déduire :

O A, B et C sont alignés
10" O ABC est un triangle rectangle en A
© ABC est un triangle isocele en A

Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé (¥ :%: v, Soit A le point d'affixe 1
+i et B le point d'affixe 1 - I.
Quel est I'ensemble des points M d'affixe z tel que [z - 1 - i| = 2

- c'est I'ensemble vide

11

c'est le cercle de diamétre [AB]




c'est le cercle de centre A et de rayon 2.

c'est le cercle de centre B et de rayon 2.

c'est la droite (AB)

Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé (<% ;v]. Soit A le point d'affixe 1
+1et B le point d'affixe 1 - i.
Quel est I'ensemble des points M d'affixe ztel que [z-1-i| =]z -1 +|

co )
c'est I'ensemble vide

c'est le milieu du segment [AB]

12V O c'est la droite (AB)
© st le cercle de diamétre [AB]
C c'est la médiatrice du segment [AB]
Soit A, B et C trois points du plan complexe muni du repére orthonormé &/ 1 V) daffixes
respectives za , zg, Zc telles que za = z¢c - zg alorson a :
©  OACBestun parallélogramme ( éventuellement aplati )
6 O A, B et C sont alignés
A est le milieu de [BC]
Les questions 14,15,16 se rapportent au méme énonce.
Soient A et B deux points du plan complexe muni du repére orthonormé & V)

d'affixes respectives :
za=1+ietzg=3-1,soit | le milieu de [AB] d'affixe z, alors :

AB = 2,82
" AB =0
© a=~M0. .7
© AB=2-7
C Z|:1-i
-
Z|:2
5" -
21=2-2i
© Z1=-2
(g, 08)=37/4
o |© (@, %E)=-nn
16 = .
(: O&)= m/4
(g, 08)=3n/4




Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé (< ;% ;v)
L'application du plan complexe qui a tout point M d'affixe z fait correspondre le point M’
d'affixe z'tel que z’=z + 1 + i est une

O homothétie de centre le point | d'affixe (1 + i) et de rapport ~/2
- O translation de vecteur v d'affixe 1 + i
Y C rotation de centre O et d'angle de mesure 7 /4
O rotation de centre | d'affixe 1 + i et d'angle de mesure T /4

Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé (& ;2 v)
L'application du plan complexe qui a tout point M d'affixe z fait correspondre le point M’
d'affixe z'tel que z' = 4z est une

O homothétie de centre O et de rapport 4

v

18 translation de vecteur w; d'affixe 4

rotation de centre O et d'angle de mesure T

Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé (&5 v)
L'application du plan complexe qui a tout point M d'affixe z fait correspondre le point M '
d'affixe z'tel que :

o [E_iﬁ}z

2 2
est une
O rotation de centre O et d'angle de mesure 3 /4
- C homothétie de centre O et de rapport ~/2
+ O rotation de centre O et d'angle de mesure - /4
O rotation de centre O et d'angle de mesure T /4

Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé (& ;& v) .
Que peut - on dire de plusieurs points dont les affixes ont méme module.

C Il appartiennent a un méme cercle de centre O

o0 ™ |l appartiennent a une méme droite passant par O

C On ne peut rien en dire.

Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormal (&% v])
Que peut - on dire de plusieurs points dont les affixes ont méme argument..

C Il appartiennent a un méme cercle de centre O

o1 ™ Il appartiennent & une méme droite passant par O

C On ne peut rien en dire.

Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé (& ;& ;v




L'ensemble des points M d'affixe z tel que
s _Z +1

z—1
est imaginaire pur est

C Le cercle de centre O et de rayon 1 privé du point d'affixe 1

op ¥ C L'axe des imaginaires purs privé du point d'affixe 1.

C L'axe des réels privé du point d'affixe 1.

Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormal (& iz v)
L'ensemble des points M d'affixe z tel que

7 z+1
z-1
est réel est
C Le cercle de centre O et de rayon 1 privé du point d'affixe 1
o3 ¥ C L'axe des imaginaires purs privé du point d'affixe 1.

" |L'axe des réels privé du point d'affixe 1.

La forme algébrique du nombre complexe de module 2 et d'argument 5 7 /6 est :
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Question 26,27,28,29

On considére les nombres complexes :

Z,=—2+42i z,=-2+2if3 z,=2L
£y

La forme algébrique du nombre complexe z3 est :
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La forme exponent

ielle du nombre complexe z; est
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La forme exponent

ielle du nombre complexe z; est
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La forme exponent
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Ecrire le nombre complexe :
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sous la forme exponentielle.
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Correction exercicel(complexe)

1. Résoudre dans I'ensemble € des nombres complexes I'équation
2. 7 +4z+16=0

b =424 x1xlé6=16-64=—-48 <0

donc deux solutions complexes conjuguées :

-4 —;’483’ _—4-TEx3 _ -4 —;iﬁ:_g_gi@

2

2]

z, = —2+2if3

2. Pour tout nombre complexe z, on pose P(z) = z* - 64.
a.P(4) = 4%- 64 = 64 - 64 = 0 donc est une racine de P(z) donc
b. P(z) peut s'écrire sous la forme P(z) = (z - 4)( az’ + bz + ¢
=z’ + bz* + cz-4az" - 4bz - Ac = az’ + (b - 40)2” + (c - 4b)z - 4c

Par identificationon a:

a =1
a =1
h—4da =10
= e h =4
c—4h =10
c=16
—dp = —64

P(z) = (z - 4)(z2 +4z+ 16)

c. P(z) =0 équivaut a: (z- 4)(z* + 4z + 16) = 0 soit
z-4=00uZz’+4z +16 = 0 donc
z=douz=-2-2i-3ouz=-2+2i-/3
dOhCS={4;-2-2f«;’f§;-2+2f’\E}

3. On considere les points A, B et C d'affixes respectives :
2a=-2+2i~3 , 23 = %4 z.=4.

a.




z,=-2+2i3

2= fc202+ (2B = VAT 12 = JT6 = 4

i
B, = —=Argiz )
. 25 S 3 4
sinfy=——=—"—
4 2
lj_rr
zy=4e ?
z,=-2-2i~f3
24| = =202+ (~2+/3) = JAF 12 = 4
-2
.= ——=Argiz )
. 27 =B 3 2
sin &, = =
4 2
Ll
z;=4e *
b.
A
D N
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C.

4B =|z,—z,]= 2= 2B (2425 )|= [4i |- 443

BC = |2y —z,|= ‘4—(—2—2:@@)‘: 6+ 2i+/3|= 62 + (24302 = V36 +12
BC =48 =43

AC = |zg —2,|= ‘4—(—2+2iﬁ)‘= |6—2iﬁ|=J62+(—2£)2 = 4.7

conclusion : AB = BC = AC donc ABC est un triangle équilatéral.
4, a.

T EIT - 4IT - .5rr

i— i— i— i— i— i
fp=zge%=de P xe® =de S xe® =4 °®



]
= |zﬂ|: 4. Argiz,) = ?ﬁ

b.
Z, = 4[cos§%+isinﬁi]= 4[£+1‘1J=—2J§+ 21

&

Correction Exercice2(complexe):
1.2°-8=(z-2) (@’ + bz +c) =az’ + b2* + cz- 2az° - 2bz - 2c =
az’ +(b-2a)2* + (c-2b)z- 2¢

Par identification :

a =1
a =1
b—Za=10
= e h =72
c—2b=10
e =4
—2c=-18

22-8=(z-2)(22+2z+4).
Z*>- 8 =0 équivaut 3
(z-2)(z% +2z+4)=0¢équivaut a
z-2=00uz?+22+4=0
z=20uz’+22+4=0
h=22—-d4xlxd=4-16=-12 <10
donc deux solutions complexes conjuguees :
Zl:—E—i\h_Ez—E—E\ﬁ_iz_l_jﬁ

2 2
22:—1+3'J§
Les solution dans T de I'équation Z2-8=0sontdonc2;-1- if3 ;-1
+i-f3

2. a. Pour placer correctement et précisément les points B et C on

peut calculer les modules des nombres complexes zg = -1 + i~f3 et

zC=-1-i~u'r?T:
G'B=|23|=|—1+iﬁ|=\/(—1}2+(ﬁ)2 Ji3=Ja=2
G‘C=|z,:_.|=|—1—iﬁ|=\j{—1}2+(—ﬁ)2=«ﬁ+ - JT =2

OB = 0C = 2 donc les points et B appartiennent au cercle de centre O

et de rayon 2.
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b.

A8 =z, z4)= F1+i3-2|=|-3+i3

= -3+ (B =3 =l2=243

AC = |za 24| = |—1—3'JET— 2|= |—3—;'J?T|

= -3+ (-3 =3 =122 243

BC = |20 — 25| = [F1-i3- (- 1+i3)| = |21 3]
= Jor+ (2B = V2 =243

AB = BC = AC donc ABC est un triangle équilatéral .
3. L'écriture complexe de R est :

-
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z'=g B

z

a.

zA:E:E(cosU+isin0):

zB:—1+i£:2[;—1+i§]:2((:052%+3'sin?
Zp=—1-iaf3 =12 _—1—i£ :2[cos_2ﬁ+isin
2 2 3
z,'= e!_zﬂ = ¢ 822" =[20 1
i it AT 3 2m]
z'=efz,=¢%2e 3 =|2¢
T T -2 =
. !ﬁ— 1= 11— —

2




b. voir 2.a.

T 3 L3 N
z,3= 2;_?6} — 86 f =8¢ 2 :8(cos%+z’sin%):8(0+ij:8i
5 5
= 8e ? :8(cos;+z’sin ;}:8(U+z’):8i

=8 7 =8(cos Ty = 8(0+4) = 8

Jz

it -3z .
+ 1510
2
. ny . 3 .
Zn, Zg, €t zc sont solutions de I'équation z™ = 8i.

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormal (&' :&:¥) d'unité
graphique 2 cm.

On désigne par i le nombre complexe de module 1 et d'argument =
/2

1. Résoudre dans I'ensemble des nombres complexes T

I'équation z° - 2z + 4 = 0.

2. On considere les points A et B d'affixes respectives zy =1 +i 3 et
Zg=1-i 3

a) Déterminer le module et un argument de z, et zg.

b) Donner la forme exponentielle de z, .

c) Placer les points A et B dans le plan muni du repére (% .¥)

3. On désigne par R la transformation du plan complexe qui a tout

point M d'affixe z fait correspondre le point M' d'affixe z' tel que :
Ldr

iZ_

z'=e ¥z
a) Indiquer la nature de la transformation R et préciser ses éléments
caractéristiques.

b) On nomme C I'image du point A par la transformation R.
Déterminer la forme exponentielle de I'affixe z¢c du point C. En
déduire sa forme algébrique.

c) Placer le point C.

d) Montrer que le point B est I'image du point C par la
transformation R. Quelle est la nature du triangle ABC ? Justifier

votre réponse



28— 2z+4=0

h=(-2P-4xlxd=4-16=-12 <10

donc deux solutions complexes conjuguées

z, = 2_32“12 - 2_23“‘@: 1-iaf3 2z, =1+if3

les deux solutions de I'équation Z2-27+4=0sont1+i~3 etl-

i /3

2.a)
= c:os&ﬂ:%
z,=1+iaf3 |lz,]=1+3 =S4 =2 5 g, = %:ﬂrg(zﬂ)
SIHEA:T
cosﬁﬂzé R
Zﬂzl_iﬁ |23|=v1+{—-\ﬁ}2:ﬁ:2‘ _f3 Esz%:ﬂf"g(i
sinE'B:T -

b) z5 a pour module 2 et un argument est 7 /3 donc:

].IT
— 3
z,=2¢

c) Voir figure
3. On désigne par R la transformation du plan complexe qui a
tout point M d'affixe z fait correspondre le point M' d'affixe z' tel

que :
LA
1 =
z'=e 3z
a) R est une rotation de centre O et d'angle de mesure 2 /3 .
b)
LS i i z[%ﬂ%) o o
Zao=e¢ Jz,=2 % xwle?=2¢ = Z2e =2(cosm +ising)=2(-1) =
form e fon
e potertielle 1l;
c) Voir figure
d)
LA LA fir 3m T .~
11— — : Y —t+— i— i—
g *za=¢ 3><2£’":2£[3 3]:2@: P=2e P =gz,

donc B est I'image de C par la rotation R.



Montrons que ABC est un triangle équilatéral :

Al = |ZB—ZA|=
Bl = |ZC.—ZB|:
AC = |zc—zﬂ|:

1—i£—(1+z’«f§}|= |—2iﬁ|= 23
—2- (1= i) |= 3+ |= -3+ (B = V2 = 243

-2 - (1+i«f3_}|= |—3—i~ﬁ|= J{—3}2+{—ﬁ}2 =12 =2./3

AB = AC = BC donc le triangle ABC est un triangle équilatéral.

A




Dans I'ensemble © des nombres complexes, i désigne le nombre de module 1 et
d'argument /2.

1) Montrer que (1 +i)° = - 8i

2) On considére I'équation (E) z2 = - 8i

a)Déduire de 1) une solution de I'équation (E)

b) L'équation (E) possede une autre solution ; écrire cette solution sous forme
algébrique.

3) Déduire également de 1) une solution de I'équation (E') : z° = - 8i.

4) On considere le point A d'affixe 2i et la rotation r de centre O et d'angle 2 7 /3.
a) Déterminer I'affixe b du point B image de A par r, ainsi que I'affixe ¢ du point C,
image de B parr.

b) Montrer que b et ¢ sont solutions de (E")

5) a) Dans le plan complexe rapporté & un repére orthonormé direct (<12 v} (unité
graphique 2cm ) , représenter les points A,B et C.

b) Quelle est la nature de la figure que forment les images de ces solutions ?

c) Déterminer le centre de gravité de cette figure.

1)

(1+i)°=[L+0)%P =1 +2i +®)°= (L +2i - 1)*= (2i)* = 8= 8i xi’ = - 8i
2) a)

7’=-8i =

Z=(1+i)p =

z=(@1+i)ouz=-@1+i?

z = (1 +i)* est une solution de I'équation (E)

2) b)
z=1+3i+3i2+i*=1+3i-3-i=-2+2ietz=2-2isont les deux solutions de
I'équation (E).

3) 2*=-8i

Z2=(1+i)%dou

z=(1+i)*=1+ 2i+i2= 2iest une solution de I'équation (E') .

4) a)



b e (-] = () () = ()5 2 )
= (-V3-i)(2+2i43)=—23- 6i- 2i + 23 = -5
(] = ()5 = ()2 )
:(ﬁ—i)(E—Eiﬁ):2\)’_—61'—23'—2\/_:—81'

b et ¢ sont donc solution de I'équation (E")

5) a)

/ A\
/ v \

/ I \

N

soit a l'affixe du point A :

AB=|p-a|=|-"3-i-2|= |3-3i|= B+ = 2= 23
AC =lo-al|= V3-i-2|=|3-3|=3+9=23
BC = |o— b|= ﬁ—i—(—ﬁ—i)‘=|ﬁ—i+ 3+i|= 243

AB = BC = AC donc le triangle ABC est un triangle équilatéral.
5) ¢) soit G le centre de gravité du triangle ABC ,
a+b+e 2i-~3-i+3-i
ZL? = = = D
3 3
G est confondu avec le point O origine du repere.




1.
1. a. Résoudre dans I'ensemble des nombres complexes I'équation : z2 - 6z + 12 = 0.
1. b. Ecrire les solutions de cette équation sous forme exponentielle.

2. Dans le plan muni d'un repére orthonormal (<% :v] placer les points A, B et |
d'affixes respectives :

2= 3+if3, z,=3-iJ3, z =2

2. a. Montrer que les points A, B et O sont sur un cercle de centre | dont on précisera
le rayon.

2. b. Donner, en le justifiant, la nature du triangle OAB.

2. c. Placer le point C d'affixe z¢ = -2i ~f3 . Montrer que les points A, C et | sont
alignés.

1. a.
A =(6)2-4x1x12=36-48=-12<0
donc I'équation z2 - 6z + 12 = 0 admet deux solutions complexes conjuguées :
.- 6-i12 _ 6-2i/3 _ 2(3-i./3) 3 i3
2 2 2
z, = 3+3’~J’3—
1. b.
Soient £, et &, des arguments de z; etz :

ea]= 3+ (-V3) = VT =243

cos = g —w@g—w@
1_ - - —

s1r1nl_‘:"‘—i—i °
1 2@ >

zl=2 3@'_5E

Iz, | = 3%(@) =12 = 243

cosd, = g —ﬁz—ﬁ
afsoes 2,

5=

2 EJ?T 5

ZE:Eﬁei?



A\
? \
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]
B
C
2.a.

Lq=pﬂ—zﬂ=p+iJ'—ﬂ=h+iJﬂ= 1+(J§f==JE=2
IB =2y - 2,]= [3- i3 - 2|= |- i3] = 1+(—J§f:=J_=2

10=|z;]=2

IA=IB=10=2
donc les points A, B et O appartiennent au cercle de centre | et de rayon 2.

2.b.
Premiére méthode :

OA=|za| =23

OB =zg|=2+/3

donc le triangle AOB est isocele en O
de plus :

mas(ﬁ;ﬁg):mes(ﬁ;;)+mes(;;a§) [E:f.r]
=—Arglz )+ Argiz;) [2?3]:—%4-% [2:?..?]

-
= 2
=[]
or un triangle isocéle ayant un angle de mesure 60° ou 7 /3 radians est un triangle
équilatéral donc OAB est un triangle équilatéral.
Deuxiéme méthode :
OA=|za| =23
OB = zg| =2~/3
AB=zg-zal=|3-i~/3 - (3+i~f3)=|2if3|=2~/3

OA = OB = AB donc le triangle AOB est un triangle équilatéral.



B

(2o -2, E(—zif—3—i£):~ ﬁ(—z—ﬁﬁ)
(z:-2,)=> Al (2-3-i3)= AT (-1-33)= 347 (-3-3i/3)

—_—

ﬁ = 3:'21_1: = lesz vecteurs A #¢ E sont colinéaires

donc les points A, C et | sont alignés.

=

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé direct (C:7: 7). On
prendra 2 cm pour unité graphique. Soit A le point d'affixe i et B le point
d'affixe 2.

1. a) Déterminer |'affixe du point B, image de B par I'homothétie de centre
A et de rapport ~/2.

b) Déterminer I'affixe du point B' image de B, par la rotation de centre A et
d'angle © /4

Placer les points A, B et B'.

2. On appelle fla transformation du plan dans lui-méme qui, a tout point M
d'affixe z, associe le point M'd'affixe z'tel que z' = (I + i)z + 1.

a) Montrer que B a pour image B' par f.

b) Montrer que A est le seul point invariant par f

c) Etablir que pour tout nombre complexe z distinct de i,
z'-z

= -1

I — Z

Interpréter ce résultat en termes de distances puis en termes d'angles.
En déduire une méthode de construction de M ' a partir de M, pour M
distinct de A.
3. a) Donner la nature et préciser les éléments caractéristiques de
I'ensemble I; des points M du plan dont I'affixe z vérifie |z- 2| = ~/Z
b) Démontrer que z'-3-2i=(I+i)(z- 2).

En déduire que si le point M appartient a Z; alors son image M'

par f appartient a un cercle =, dont on précisera le centre et le rayon.
c) Tracer Z, et I, surla méme figure que A, B et B'



1. a)b)

AB = J2AEB donczy —z,=~f2(z5-2,)

25 =2z -z 42, = 22— +i= [2/2+ (1-2)i = zBI‘

rx
T

—_— —_—

A8 A8 donczg—zy :eir(zﬁ -z,

Zp—z,= (%H%}(zﬁﬂhﬁﬁ—ﬂ
zB.—zA={£+i§}(2ﬁ—i—-f2—}=2—3’+23’+1=3+z’

2
Zgo= 3+ 21
Voir figure
2. a)
(I+i)z,+1=2(1+0+1=3+2i =z,
b)
=z z=(1+i)z+1 D=i2+1@i2=—1@2=;1=;=3=zﬂ
I I
A( i) est donc le seul point qui est sa propre image.
c¢) Pour tout nombre complexe z distinct de i,
z'-z (I+i)z+1-2z z+iz+1-2z iz+1 i(z-1i) _
i— =z i— =z i— =z i— =z i—z
Pour tout nombre complexe z distinct de i,
z'-z
= —i
i— =z
Al N et I B L N YA T)Y S
i-=z i—-z |i—z]| AM
T s arg (22 ) s (EANI) -
i—z i—z 2 2

M' est I'image du point A par le quart de tour indirect de centre M .
3.a) | z- 2 | représente la distance BM, I'ensemble Z; des points M
du plan dont I'affixe z vérifie

|z-2| = ~2 est I'ensemble des points M tels que BM = ~/Z , c'est
donc le cercle de centre B et de rayon ~/2.
b)z'-3-2i=(1+i)z+1-3-2i=(1+i)z-2-2i=(1+i)z-2(1+i)=(1
+i)(z-2)



Si point M appartienta T;alors |[z-2]| = ~/2 d'ou |z'-3-2i| = | 1 +i

[|z-2|=~2 x ~f2=2
soit B'M' = 2 donc M' appartient au cercle I, de centre B' et de
rayon 2.

c)Voir figure
)

o) BN

=]
/

On désigne par i le nombre complexe de module 1 et
T

d'argument 2 .

onposezi=1+i,z,= ~f3 +ietZ=22

1)a) Mettre z,° sous forme algébrique ( on pourra utiliser une
identité remarquable ).

b) Mettre Z sous forme algebrique.

2)a) Déterminer le module et un argument du nombre complexe z; ,
puis le module et un argument du nombre complexe z;°.

b) Déterminer le module et un argument du nombre complexe z; .
c) Déduire des questions précédentes un écriture trigonométrique
de Z.

3) En comparant les écritures algébrique et trigonométrique de Z,
déterminer les valeurs exactes de cos (11 7 /12) et sin (11 m/12).

1) a)

20 = 1+ = (1+)(1+8)2 =

T+ +2i+i2) = (1480211 = 2i+2i2 = -2 + 2i
Z=zlzy = (—24+ 2003 +1) = —2-/3 - 2i + 2i-f3 + 242

b) = (23— 2V 4+ (=24 2.3

2) a)

|z1l= MT+1= 2

soit £, un argument de z; ona:



cos&lz —_— =

2

. 1
sin &, = ——<
1 JE_
z, = \E(cosz—+isin %]: ﬁei%

(2) = (VE1) = (N2 T = 2T T

donc 3 T /4 est un argument de z;® et ~/2 son module.
2) b)

1z =B +1E=A =2

soit &, un argument de z; ona:
cosfh = £
T

=, = —

" 1 &
5in = —
T2

on en déduit la forme trigonométrique puis la forme exponentielle

du nombre z;
T .. T ;
.2'3:2|:n::c:us—+zsm—j|:2.;;'EEF
&

2) c) des formes exponentielle de z,® et z, on en déduit la forme
exponentielle du nombre complexe Z ainsi que sa forme
trigonometrique :

L3 N Jim = ==
P :4'1322 = E»JE_EET-EQIE = 4\52 o 4\5;3 ner
Z = 4J§EIT = 4\5(1305 111: +isin 111;]

3) On sait que deux nombres complexes sont égaux si et seulement
si ils ont les méme parties réelles et les méme parties imaginaires :

4J2_[mslllg+x'sin 111;J=(—2J_—2)+(—2+2J§)i
1r -23-2 -2 -22 =2-./8
Cos = = —
- 12 442 3 4
O R I e A o I PR ]

12 42 2 4



Le plan complexe P est rapporté au repére orthonormal (Z ;2 ;v) d'unité graphique 1 cm.
T

On note : i le nombre complexe de module 1 et d'argument PR
z1 le nombre complexe -1 -i 3

1. On pose z, = iz, montrer que z, = 3

2.a. Calculer le module et un argument de chacun des nombres complexes z; et z, .
2.b. Placer dans le plan P le point M, d'affixe z; et le point M, d'affixe z; .

3. Soient A, B et C les points du plan d'affixes respectives za, zg et z¢ telles que :
Za=-2+2i~f3 ;25=2-2i-f3 etzc =8

3.a. Montrer que za =2 z; et que zg = - Za

3.b. Placer les points A,B et C dans le plan P.

3.c. Démontrer que le triangle ABC est rectangle.

3.d. Calculer I'affixe du point D de sorte que le quadrilatére ABCD soit un rectangle.

1.
zy=iz, =i (-1-iaf3) = 4 -i23= —i+~f3 =3 -i
2.a. Soient 0; et 6, des arguments respectifs de z; et z,:

= [1-i/3 | = O+ B = i¥ 3 = Vi =2
sl [ =] BT T = - 2

On peut aussi utiliser les propriétés du module d'un nombre complexe :

|Zz|= |32'1|= |3|'|31|=1x2= 2

-1
cosf = — 5
-2
donc & = ——
e T3
s1nEI:T
c0553=£
2 donc Eg—i
-1
sin H#y = —



/] N

ol ¥ Mg/
N |

l-\.\-\-\-\-""\—\_

=]

3.a.
27, = 2(—1+iﬁ): —2+2i3 =z,
—z,=—(-2+2if31=2-2i3 =12z,

3.b.

i

X T
EMENEEN

gq T C
. Mz/
NAD% —
x| L
B -

3.C.
AB =|z,-z,]= 2—2i£+2—2;£|=

[0 - 4i3|= Jaz+ (-aB) = s+ 48 = Jod = 8
BC = |zg — 25| = [8- 2+ 23| = |5+ 2i/3 =

= Jort 23 = JF6+12 = JAB = 4.3

AC = |za 24| = |8+ 0 - 2:&J§|= |1|::1— 23’J§|:

S0 (23 = JToor12 = fi12 =47
AB*+BCZ=64448=112
ACz=112

d'aprés la réciprogque du théoréeme de Pythagore ABC est rectangle en B.
3.d. Pour que ABCD soit un rectangle il suffit que ABCD soit un parallélogramme puisque
ABC est un triangle rectangle.

Pour que ABCD soit un rectangle il suffit donc que AE =DC,
Soient za, zg, Zc, Zp les affixes respectifs de A,B, C, D

}donc AC*= A8+ 50?2



de ﬁ = ﬁ on en déduit : zg-za = Z¢ - Zp SOit Zp =za - Zg + Z¢
Zp=-2+2i/3 - 2+2i~f3 +8=4+4i-/3 estdonc I'affixe du point D.

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal (2, v) d'unité graphique 1 cm. On

considére les points A, B, C d'affixes respectives : zA = A3+ 3i ;zB=2 3 etzc=2i

1. Placer les points A, B et C dans le plan complexe ( sur papier millimétré ).

2. Déterminer le module et un argument du nombre complexe zA.

3. a. Calculer les modules des nombres complexes :

ZA-z2C,zB-zAetzB-zC

En déduire la nature du triangle ABC.

b. Déterminer I'affixe du centre K du cercle ( G ) circonscrit au triangle ABC ; préciser le
rayon de ce cercle.

c. Montrer que le point O appartient au cercle( G)

_ 5.7
4. On considere le point D d'affixe Zp = 2¢€
a. Montrer que zD = ~/3 - i

b. Calculer I'affixe du milieu M du segment [AD].

c. Démontrer que le quadrilatére ABDC est un rectangle.

Correction
1.

ol =
=
=

2. Déterminons le module de zA = /2 + 3i
IZA| = ~{3+9 = ~f12=2-/3

Déterminons un argument de zA

soit gA un argument de zA = 3+ 3i,ona:
cos gA = 3Bz

singA=32-3= 312

On en déduit q = p/3 est un argument de zA



3.a

AC=[zA-2C|=|~f3 +3i-2i|= |3 +i|= ~f3+1=~/4=2
AB=|ZzB-zA |5 2~f3 - (~f3 +3i)|=| ~f3 -3i|= ~/3+9=
J12=2-M3

BC =| zB - zC|=|2 /3 - 2i| = 12 +4 = ~f16 =4

BC2=16

AC2+AB2=4+12=16

donc BC2= AC2 + AB? d'apreés la réciproque du théoréme de Pythagore ABC est rectangle en
A.

3.b. Le triangle ABC est rectangle en A, donc le centre K du cercle circonscrit au triangle
ABC est le milieu de [BC], soit zK I'affixe de Kona:

z'K:Zﬁ+zc _ 2-\16+2:: 2 4

2 2

Le rayon r du cercle (G) est égal a la moitié de I'hypoténuse BC, soit r = 2.

B et C appartiennent respectivement a I'axe des réels et des imaginaires purs donc BOC est
rectangle en O, O appartient donc au cercle (G) de diamétre [BC]

4. a.

Zp = 2¢ 6 = 2[005(— j%)+ isin [— %J}

- z{ﬁ_ﬂ_} N

2 2
b. M milieu de [AD] donc si zM est I'affixe de M :
Zyt+zZ, «,/37+3.-:'+ 3-1

2 2

ZﬁJer—\EH'—z
7 - - =K

Y

donc M et K sont confondus.

c. [AD] et [BC] ont le méme milieu K, or un quadrilatére dont les diagonales se coupent en
leur milieu est un parallélogramme d'ou ABDC est un parallélogramme.

De plus ABDC est tel que (AB) L (AC) or un parallélogramme dont deux cotés consécutifs
sont perpendiculaire est un rectangle donc ABDC est un rectangle.



1. Résoudre dans I'ensemble T des nombres complexes I'équation en
z:

22-6z+13=0

2. a. Déterminer les réels b et c tels que pour tout complexe z :
z°-972+31z-39=(z-3)(z2+ bz + ¢)

b. En déduire les solutions dans © de I'équationen z :
2*-922+31z-39=0.

3. Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal < ;% ;v)
(unité : 2cm)
Soient A, B, E et F les points d'affixes respectives :

J15
4

a. Placer les points A, B, E et F dans le plan complexe ( sur papier

millimétré).

b. Calculer les distances FA, FB et FE. En déduire que les points A, B

et E appartiennent a un cercle (I") de centre F.
c. Quelle est la nature du triangle ABE ?

Correction :
1.
zi—bz+13=10

A=(—62-4x13=36-52=-16 (=16i7

& <0 donc deux solutions complexes conjuguées

zﬂ:3+21‘,23:3—21’,23:§+1’ JEg = 3.

£, = 6_243 =3-2i z,=3+2i
S=4{3-2i,3+ 2}
2.a.

(z-D(z*+bz+c)=
2P+ bzi4cz—3z2— 3bz—3c =
2 4 (b -3z 4 (c—3h)z - 3¢
par identification (avec le polynéme z2 - 922 + 31z - 39) on en déduit :
h—-3=-9
b =-8
c -3k =31 {
e =13
-3¢ =-39
donc on peut en conclure que :
z°-972+31z-39 = (z - 3)(z2- 6z + 13)

2.b.
7% - 972+ 31z - 39 = 0 équivaut &



(z - 3)(z2- 6z + 13) = 0 équivaut a
z-3+00uz2-6z+13=0¢équivauta
z=30uz=3-2iouz=3+2i
S={3;3-2i;3+2i}

3.a

A
]

Oﬁ’\
AN /

3.b.

AF = zp—z,|=[3- (3+2i)|=|-2i|= JOr + (=202 = J4 = 2
BF =|zp—z,|=3-(3-20)|=2i|= Jf0?+22 = /4 = 2

EF=|ZF—ZE|= 3—[E+j£J = 1_'_“15
4 4 4 4
a — ]
4 4 14 16 16

AF = BF = EF = 2 donc A, B, E appartiennent au cercle (I") de centre
F et de rayon 2.

3.C.

=3
°F . . _Zat g
ZA-|2-23=3+23-£3—21=3 Zp = 5

donc F milieu de [AB] or F est le centre du cercle ( T") , [AB]
diamétre du cercle ( T"), E appartient au cercle ( I" ) or un triangle
inscrit dans un cercle de diamétre I'un de ses cotés est un triangle
rectangle donc ABE est rectangle en E.

Autre méthode : calculer les distances AB, AE, BE et appliquer la
réciprogue du théoréme de Pythagore.



http://homeomath.imingo.net/bac/bacgm0132.gif

Etude de fonction

Probleme(3é+4¢é)

On considere la fonction f définie sur Cy

oo UL Ot +0c] par f(x)= =

et C; sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O;i; J)

d’unité graphique 1 cm

X2—4x+4

-1

(I'allure de Cs est donnée ci-contre, a titre indicatif )

1)

2)

3)
4)
5)

6)

7)

Déterminer les limites aux bornes de I'ensemble de définition de f, en déduire I’existence De
plusieurs asymptotes dont on précisera les équations.

Calculer f’(x) , montrer que f'(x)= M

(-1
Déterminer les variations de f sur son ensemble de définition, on calculera les extremums et on
complétera le tableau de variation avec les limites calculées au 1).
Déterminer les coordonnées du point A d’intersection de Cs avec |'axe des ordonnées.
Déterminer I'’équation de la tangente T, en la courbe au point A.
Construire dans un repére orthonormal d’unité graphique 1 cm, la courbe Cy, les asymptotes

trouvées dans les questions précédentes et la droite (Tp)

La droite Ta coupe -t- elle la courbe Csen d’autre point que A ( justification par le calcul )



Il — Fonction avec logarithme népérien (4°™)

1) Calculer f’(x) et en déduire les
On considere la fonction f définie sur ]O; + oo [ par f(x) =xIn x
variations de f.
—x et sa courbe représentative dans un repére orthonormal
(o;f; ]) 2) Déterminer les coordonnées du
L ) point d’intersection de la courbe avec
( voir figure ci-dessous )
I’axe des abscisses.
3) Existe-t-il un point de Cfou la
tangente en ce point admet un

coefficient directeur de % .

4) Déterminer I'ordonnée du point

9 \/ d’abscisse % de la courbe C;.

|
i)




L lim f(x)=1 1 lim f(x)=1
lim {1——}:1 lim [1——}:1
X—>—00 X2 X—>+00 X2
lim x2-1=0" Iim+x2—1=0’
>t lim f(X)=+0 *7*! lim f(x)=-
lim x2—4x+4=9| x>t lim x2—4x+4=9| x>t
x——1" x—-1"
limx2-1=0" Iirr]x2—1=0+
Xt limf(x)=—o *** lim f (x) =400
limx2—4x+4=1| -1 limx2—4x+4=1| x>t

x—1" x—1"

Hroo -1 1 4oo
¥4 + 0 -0+

on en déduit I'existence de trois asymptote d’équationsx=-1, x=1,y=1.

(2x—D)(@-1) — (x2—4x+4)(2x) _ 2x> —2x—4x2+4—(2x° —8x2 +8X)

2)f'(x)=
T (x2 -1y (x2 -1y
22X —2X—Ax2+4-2x° +8x2-8x _ 4x2-10x+4  2(2x2—5X+2)
(x2-1)? (x2-1)? (x2-1)?

8) 3)f(x) est du signe de 2x2- 5x + 2 car (x?- 1)2> 0 sur |—oo; =1 U]-L U1 +oo] .

A =(-5)%-16 =25-16 =9 > 0 donc deux racines réelles distinctes pour 2x?- 5x + 2 :

2 5-3 2 1 _5+3

=—=—= X, 2
4 4 2 4

on en déduit que le polyndme 2x2- 5x + 2 est du signe de 2 a I'extérieur des racines et de -2 a

I’intérieur . Calculons les extremums :

1Y 1 1 9
— | —4x=+4 = _ A
1 [2) T 4T L 94 ' _4x2+4 0
2 1 1_1 ;3 4 3 2°-1 3
5]t 4 4
il -1 12 1 2 4o
F e + + - - +
+ca 3 oo 1
fx)
1 - 0

4) Le point A et le point de coordonnées : A(0; f(0) ), f(0) :i1=—4 doncA(0;-4)

5) Coefficient de la tangente au point A de Cs: f’(0) = 4/(-1)* = 4.



2 _
6) NFM)=ax-de 22 _ax_a
x2-1
S X2—4x+4=(4x-4)(x2-1)
S XA+ A =4 A —Ax2+ A
& 4x° -5x2=0< x¥(4x-5)=0

< Xx2=00u4x-5=0

<:>x=00ux=E
4

o= ((5)_2516-5+4 _9/16 _
4)  2516-1  9/16
donc la droite (Ta) coupe Cs en un autre point le

point de coordonnées (5/4 ; 1).

x=-1 A& z=1

L

Il — Fonction avec logarithme népérien

1f '(x)=1><Inx+x><1—1=Inx+1—1=Inx
X

In x>0 sietseulementsiln x>In1sietseulementsix>1(f(1)=In1-1=-1)

x ] ] +co

Fa| - O+
fix) \_1/

2)f(X)=0<=xInx—x=0<=x(Inx-1)=0<=Inx—1=0puisquexz0 <= Inx=1<Inx=Ihe= x=¢

donc la courbe coupe I'axe des abscisse au point d’abscisse e.
1 1 1
3)f (x)=§©Inx:§c>lnx=§lne©Inx=|n\E<:>x=\E
Il existe un point de la courbe ou la tangente admet un coefficient directeur de %, c’est le point

d’abscisse /e et d’ordonnée : f(\/E)zx/Eln(«/E)—x/_zglne—x/_z\/E—\/_zé

2
4)Ordonnée du point d’abscisse % : f(1/2) = (%) In (1/2)-%=-%In2-%



