NOMBRES COMPLEXES - EXERCICES CORRIGES

Exercice ni.
On donnez = 3+\/§i etZ =-1+2i

. - , =3 — z
Ecrire sous forme algébrique les complexes suivarts z— 7 ; z, = z[0z; z3 = Z Zy = 23 75 =—
z

Exercice n2.

1) Calculeriz,i3 eti?

2) En déduire la valeur 006 et deizoog, puis les entiers naturatdels quein est imaginaire pur

3) Déterminer les entiers naturelsels que(1+i)n soit un réel négatif.

Exercice n3.
Résoudre dan€ :
_ . : A
1) Les équation§z + 2i = (1+i)z— 2 et—— =4i
z+1
. . 321 +2= 1-7i
2) Le systeme d’inconnues complexgset z, : . _
izy+22,=11i
3) Les équation®z + iz=3et %+ z200z=0

4) Les équation&Zz2 +6z-5=0et (22 + 2)( Z—4z+ 4) =0

Exercice n4.

. . N e Lz
Pour tout complexe = x+ iy, avecx ety réels,z# -1, on considére le complexg défini par : Z =—1
Z+

1) On noteZ = X + iy, avecx' ety réels. Exprimerx ety en fonction dex ety
2) Déterminer 'ensemble M des points d'affixéels quez soit réel.

Exercice n5.
Dans le plan complexe muni du repére orthonor(rﬁhlﬂ; Y/) , on considére les points A,B,C et D d’affixes exdjves :
zp=-1-5i,23=4-3i, z- =3+3i et zp =2+

1) Déterminer la nature du quadrilatere ABCD.
2) Déterminer I'affixe du point C’, symétrique du pbiC par rapport a D

3) Déterminer I'affixe du point A’ vérifianDA = DB+ DC
4) Quelle est la nature du quadrilatere A'BC'D ?

Exercice né.

On consideére le plynémB( z) suivant :P(z) = Z2+9iZ+2(6i~11) = J 4i+ 12

1) Démontrer que I’équatioﬁ’(z) =0 admet une solution réells

2) Déterminer un polyndm@(z) tel queP(z)=(z- z) ¢ 2

3) Démontrer que I’équatio@(z) =0 admet une solution imaginaire puzg

4) Résoudre dan€ I'équation P(2z) =0

5) On notez, la 3°™ solution de I’équatiorP(z) =0. Démontrer que les points du plan complexe A,E et'affixes
respectivesz,, z, et z,, sont alignés

Exercice n7.
Déterminer le module, un argument et une forme eaptielle de chacun des nombres donnés :

3

2=6-W2, 2= —%——;i etz3 = —%+7 i. En déduire module et argument Bz, , 7 [z et (2,)°



Exercice n8.

20
| | +ij
Ecrire 1+i~/3 et1-i sous la forme trigonométrique et simplifiez = (1;—\/5]

=i

Exercice n9.

Affirmation VRAI FAUX
Pour toutzOC, z imaginaire pur= PERS.

Pour toutzOC, ‘E‘ =-|4

PourzOC et ZOC, z=2 = | 4= 4

Si Re(z) <-2, alors|Z>2

Pour toutz(OC, |1+ iz| =1+ Z

Exercice ni0.
Déterminer et représenter dans chaque cas, I'efsatab points M du plan dont I'affixevérifie la relation donnée :

1) |z-3=|z-3|
2)[2-3 +2]=|2+ 3

3) \E—4+i\=1

4) arg(E) =ard-2) ( )

Exercice nil.

1) Résoudre dan€ I'équation z*° -2z+ 4= 0. On désigne pag la solution de partie imaginaire positive et par
l'autre solution

2) Déterminer le module et un argument de chacunsaasonsz, et z,

3) Déterminer le module et un argument(dg)’ et (z,)*

Dans le plan muni d'un repéere orthonormal diré@tu; v), on considere les points A,B,A’ et B’ d’'affixesspectives :
1+iv/3 ,1-iv/3 , -2+ 2/3 et -2-2./3

4) Déterminer la nature du quadrilatére AA'B'B

5) Démontrer que le triangle AA'B’ est rectangle.

6) Déterminer I'ensemble des points M d'affixgérifiant ‘z—1+ i\/?%{ =2/3.

Exercice ni2.

Pour tout nombre complexeon définit : P( z) = 7 +2(\/§—1) Z+ 4( 1—[% z ¢

1) CalculerP(2). Déterminer une factorisation B€z) par ¢-2)

2) Résoudre dan€ I'équation P(z) =0

On appellez et z, les solutions de I'équation autres quezg ayant une partie imaginaire positive.
Verifier que z + 2, = ~2J/2. Déterminer le module et un argumentzject de z,.

3) a) Placer dans le plan, muni d’'un repére orthonodirakt (O; U T/) (unité graphique : 2 cm), les points :

A d'affixe 2, B et C d'affixes respectiveg et z,, et | milieu de [AB]
b) Démontrer que le triangle OAB est isocéle.

En déduire une mesure de I’anﬁlé; 67)

c) Calculer l'affixe z; de I, puis le module dg

o ; - 3 . 31T
d) Déduire des résultats précédents les valeurseﬂdet:osg et S|n§



Exercice ni3.
On considére le polyndme P défini gafz)= 7 -6 Z+24 2- 18 # 6:

1) CalculerP(i\/§) et P(—i\/§) . Déterminer le polynéme Q du second degré a aiefiis réels tel que pour toatlC,

on aP(z):(22+3) q 32
2) Résoudre dan§ I'équation P(z) =0
3) Placer dans le plan complexe rapporté au repﬁnermrmal(o; U;”) (unité graphique : 2 cm) les points A,B,C et D

d'affixes respectives z, = W3 ; z, =-i/3 ; z. =3+ 2i/3 etz, =z,
T

4) On note E le symétrique de D par rapport a O.dPlée point E sur le dessin. Montrer quZ%:—z';=e_l3 et
£

déterminer la nature du triangle BEC

Exercice ni4.

® 4=[2-9
z étant un complexe, on n le systém T .
arg(z’ )=E+ 2krr,kOZ
Le plan est rapporté a un repere orthonormal ﬁa& \7)

1) Donner le module et un argument des trois complexée/ants : a = J3+i b=-2+2i c=3+3

2) Parmi les complexess b etc, lesquels sont solutions du syst&i8g? (justifier la réponsg

3) M étant le point d'affixe, etA étant le point d’affixe 6, traduire géométriquernies deux contraintes dé&) .
4) Résoudre le systen(&) par la méthode de votre choix.

Exercice ni5.
Soit le plan complexe P rapporté au repére orthnabdirect(O;E_;g)

On définit dans P une suite de poifiMd,,) = d'affixes z, définies par :

1+i/3

4

Z, =8 et pour tout entier naturg| z,, =

z,

1) Calculer z, en fonction den.

Z,

2) Pour tout entier naturel, calculer le rapporftZL
+1

En déduire la nature du triang@M M ., et montrer que M M ,, =kOM

déterminer .

3) Si r, est le module de, , donner la limite de,, si n tend vers plus l'infini. Quelle interprétatigéometrique peut-on

donner ?

ou k est un réel strictement positif a

n+l 1’

Exercice ni6.
On considére I'applicatiohdu plan qui a tout point M, d’'affixedistincte de & associe le point d'affixe :
.z
zZ= -
z-2i
1) Pour z# 2i, on posez = 2i + re'
2) A est le point d’affixe
a) Déterminer 'ensemble;Hles points M pour Iesque||z' —:Ij =3

9, avecr>0 et @R . Ecrire Z —1 a l'aide der et &

b) Déterminer 'ensemble fles points M pour lesqueirg(Z — 1) :%T ()

c) Représenter les ensemblesEE



Exercice ni7.
. : Vs
1) Déterminer la forme complexe de la rotatice centreQ(—l) et d’angleg

T

_Ii
Préciser 'image pardu point A d’affixee 3
2) Soitt la transformation qui a tout point M d'affixe zsasie le point M d'affixe z = Z—\/§i
a) Caractériser la transformation

b) Donner la forme complexe der
Reconnaitre cette nouvelle transformation en détemmb ses éléments caractéristiques

Exercice ni8.
On définit la transformatiohdu plan par sa forme complexe :

Z +3-4i= 2(z+ 3- 4
1) Quelle est la nature de I'applicatib
2) Déterminer I'imageC’ parf du cercleC de centre A(-2+i) et de rayon 1



~~ CORRECTION

7= 2= 2=3+3(-1- 2) = 3+ a+ ¥ 2=| 4(V 3 i
2= 200z=| # =[3+3[ = F +(V3 [=12

%=2=(3+ 3] =F+ 203+ (VY = o BV ()= 9 Gia s[ 6 ]
24=22=(-1+2)° = (-9°+ 3(-)7x( )+ (- Px( 3 %+( B°

=-1+6-3x(-4)+ 8> =-1 B+ 12 iBxi ® =— ¥ i6+r 12i &[ Hi |

=-1
_z_3+3 (3+@)(‘1‘ 2) _3-3x2-J3- 2/ B
577 e (- a)(-r2) (-1)2-(2)?
_—3-6-J3+a/3_2/3-3i(6+V3 [/ 3. 673
o 1-(-4 5 |5 5

Exercice n°2

1) On calcule successivemeift= -1, i =i ?xi = -1xi =[+] eti =( ) =(—1)2|EL|
2) La division euclidienne de 2006 par 4 fourB@06= 4x 50%

Ainsi, 2006 = 450 2_; # 50% %(i )‘501X(—1):(1)501x(—1):|3l

La division euclidienne de 2009 par 4 fourg@®09= 4x 502 .

02
Ainsi, 20092 %502 1 # 503 :I:(i );5 5 =(2)°%%% ={]

Notonsq etr le quotient et le reste de la divisionrdpar 4. On a donti =4q+r avecO<r <3

. . . 4\d
Sir=0, c’est-a-dire si=4q, i" =i %= (I 4) =(1)=[1
Sir=1, cest-a-dire si=dgr, i" =i ¥ =j HAx 1=(| 4) § =(1)"% =]
. . . . L a\9 .
Sir=2, c’est-a-dire si=dqr2, i =i ¥ =j Fdx; 2=(| 4) xq 2=(1)9x(-1) =[-1

n_. . . 4\ . . -
Sir=3, cest-a-dire si=dqr3, i =i P93 =j H Ay 3=(| 4) q 3= (1)9%(+) =[]
Les entiers naturelstels quei " est imaginaire pursont donc de la formelg+1 oun=4qg+3

3) Déterminons la forme trigopnométrique #¢i : Le module de ]j+est|1+i| =NVP+1 =42

2o 1 2

Un argumentd del+ vérifie cosf=—= =Y2 gsing=—r =¥2 H_Z (27) convient

2 2 2 27

n
T
|— 1— |n
Ainsi, 1+i =~/28 4, et pour tout entier nature(l;l.+i)n :{\/Ee 4} = (\/_Z)n e 4

(1+i)" sera un réel négatif si et seulemeﬁ} = 77+ 2k, k07 « | n= 4(2k+1) , kO Z|

Les entiers naturelstels que(1+i)n soit un réel négatif sont donc de la forfn(.: 4(2k+12) ,kDZ|




Exercice n°3
1)
5z+2i=(1+i)z-3= 7 5 (¥ i)=-2- 3= 7 4i)=- 2= 3

Z:—Zi—sz(—Zi—B)(4+i)=—8—22—12— B_ 21211 10 1}
4-i  (4-i)(4+) 42 -2 16+ 1 7 17
Ainsi, S:{—l—o—ﬂ'i}
17 17
Pourz# -1,
z-i

m:4i - z—i:4i(z+]) = Z(l— 4i)= 4+

5 5i(1+4) _5+20% _ 5-20]_ 20 . §

“T1ma (1 4) (= 4 C2-(4)2 (-1 17 4
Ainsi, S={—£)+ |—5}
17 17

2) On résout le systeme par combinaison :
3Zl+ = 1-7i Ll 6Zl+ 222: 2= 14 2|ﬂ_
{ iZl+222 =11 |_2 - { iZl+ 222: 11 |_2

_2-25

{(G—i)zl=2—14—11 2,-L, |47 55 24hk
iZl+ 222 = 11| |_2 22 - 11' ;|Zl L2
On obtient donc :
, =228 _(2-25)(6+i) _ 12+ 2- 150~ 2%
YT e-i - (6-i)(6+) 36-i2
12+ 2 - 150+ 25 37 148 :
= = -=1—4|
36+1 37
15 -i (1- 4 i—i+42 -
puis z, = g ) _1 '2+ 47 4+2 10 =[-2+5]

Finalement,S ={(1— 4i:—2+ 5)}

3) Si on posez = x+ iy, avecX, YR , I'équation 2z + iz= 3 devient équivalente a :
2(x+iy)+i(x-iy) =3 2x+ 2y+ix-i’y= 3

= 2x+y+i(2y+x) =3

donc équivalente au systér{g);i yi 3, que I'on résout par substitution :

2x+y=3 L y=3-2x Ly
2y+x=0 L |2(3-22)+x=0 L,

y=3-2X L y=3-2Xx L y=-1 L
6-4x+x=0 Ly X=2 L x=2 L

Ainsi |S={2-}




Si on posez = x+ Iy, avecX, YR, I'équation 2+ 207=0 = # +| E = 0 devient équivalente a:

(x+iy)*+3C+y? =0 = 32+ 2ixy= Y+ ¥+ P=0o 2%+ 2ixy C

L X
donc équivalente au systemeé

2 _
= Xx=0

. Les solutions sont donc tous les couples , c'est-a-dire tous les nombres
xy=0 yOR

imaginaires purs.
4) On calcule le discriminant de I’équatie1222 +6z-5=0:

A=6°—4x(-2)x

L’equation admet donc deux racines complexes cogjes :z; =

(-9 =36- 46=- &( D’

—6-2 _
2x(-2)

N o

3_1,

2

3

3,
2

3

2
L’équation (z +

2)( Z-4z+ 4) =(0se réécrit(z+ i\/E)(Z— |\/§)( z- 2)2 = 0, et admet donc comme ensemble de

solutions|S

{-Wz;iv2:3

Exercice n°4

1) Pour tout complexe = x+ iy, avecx ety réels,z# -1, on calcule :

z-i_

L—

X+iy—i

_ (x+iy—i)(x+1-iy) _ X+ X— ixy+ lyx+ iy- Py — ix— i+ i’y

z+1  x+iy+1l (x+1+ iy)( x+ 1= iy)

2 —
_ XX+ Y Y,

(x+2)"+ y?

X+ % y- , y x1

y- x-1 ,

Ainsi et

(1) + ¥

2) zOR = Yy =0

Exercice n°5

1) On calcule d’'une part;g =

Et d’autre partzgz =

X =

(x+2)*+ yz()&])2+§

=0 y- x-1=0< M appartient donc & la droite d’équatigr x+1

(x+2)"+ ¥
y—-x-1
(x+1) +y?

Zz— 22=4-3i(-1-5)= 4 3+ ¥ 5= 5 2,
Z — % =3+3i(-2+ )= 3+ 3+ 2-i= 5 2

Puisquezﬁ3 = Zgg.onen déduit quéﬁ= DC, donc gue le quadrilatére ABCD est un parallélogre.

2) Si C’ est le symétrique du point C par rapport,eadrs DC' =CD, ce qui se traduit pafy= = Zzp . C'est-a-dire

Z0-p=H- &~ &=2p- @=2(-2+)i(3+3)i

=-4+2-3-3=[-7-]

Ainsi z- :

3) L'égalité vectorielleDA' = DB+ DC se traduit, au niveau des affixes, par:

ZR=%t e~ A~ B= B~ Bt & U

- ZN= 3t 2~ H=4-33+3(-2+ )

e |z =9I

4) On  calcue dune part Zzzp=75- 2z =4-3i~(9-)=-5-2, et dautre part
=z - Z&H=-7- '—(—2+ )=—5— 2i

PwsquezA Z5@ - on en déduit que‘\ B=DC, donc que le quadrilatére A'BC’D est un paralléogme.



Exercice n°6
1) En réécrivant autrement le polynéme P, a savoir :

P(z)= 2-227 36+ (92+ 127 1?= - 227 36 ﬁi 3 4z ) on s'appercoit que sk est une racine
réelle deP, alors on doit avoir nécessairemerit—22z — 36= Q et 3z + 4z - 4= 0. Cherchons donc les racines
réelles du polyndme R(2) =37 +4 z 4 en calculant son discriminantA = 4% - 4x 3x(-4) = 16+ 48 64 &

~4-/64 —4+/64

2
d’ou I'existence de deux racines reelleszi -2 et %3 —5 Sur ces deux racines, seule -2 est racine du
X

polynéme S( z) = 7-22 z 36. Ainsi la seule racine réelle &eest|z = -2
2) Il existe donc un polynomeQ(z) tel que P(z)=( Z—(—Z)) Q3= R¥=(22 Q) avec

degQ = dedP—- E ; doncde la form@(z) = aZ+ bz « paridentification
Pour trouver Q, effectuons la division euclidiende polyndme P paz-2 (puisque l'égalité ci-dessus entraine

Q(Z):M, pour toutz # —2) 2 4%t 426 -11)z - 3(4i +12) z+2

— ‘ ) ‘ , S
On obtient : 7 427 ' +(%-2)z —6i—13
(%i— & —11)z - 3(4i +12)

(%i-2)2° +2(% -2)z

Le polynéme Q est donc :

Q(z)=Z2+(9i-2) z— ¢ i+ 3

(—6i-18)z-3(4i+12)
(—61-18)z-121 - 36
0

hors programme 4éme année

3) On calcule le discriminant du polynédme Q :
A=(9i- ) 4><1><( 6(|+3)=—81— 36+ 4 24 72- 5 il. Lastuce est de remarquer que

-5-124 =(2— 3), ce qui permet de calculer les deux racines complede Q: L'une vaut

-9-2)-(2-3) -6 -(9-2)+(2-3) -

( ) ( ) = o =-3 et l'autre vaut ( ) ( ) 12+ 4 -6 + 2. L’équation Q=0 admet
2 2 2 2

donc une solution imaginaire purez, = —3i

4) L'autre solution de I'équation @EO ayant été calculée ci-dessus, et par appicate la régle du produit nul,
P(2)=0= (z+2)  3=0= 2#2=0 ou @ p= retainsiS={-2;-3i;-6i+ 3
5) Notons A le point d’'affixez, = -2, B le point d’affixe z, = —3i et C le point d’affixez, = —6i+ 2

L'affixe du vecteurAB vaut z, — z = -3i+ 2. Celle du vecteuAC vaut z, — z = -6 i+ 4

Puisquez,— 7 = 2( z- ;), on en déduit queAC = 2 AB, c'est a dire que les vecteursB et AC sont colinéaires,
donc que les points A,B et C sont alignés

Exercice n°7
Le module dez vaut‘\/g—i\/é‘ = \/(\/%)2 +(—\/—2)2 =J8=2/2
& _\3 2 _

Un argumentd de z vérifie C0S8 =—= =— etsSingd =

2 2 T2/2

Erin e Re Rt

1 Vs )
—-=. @ =—— convient
2 6

IT
_Ii
Ainsi, z = 2/2e 6

Le module dez, vaut




. 377 :
Un argumentd de z, vérifie cosd = —. 0= T convient

.3

Ainsi, Z :79 4

Pour z3, on reconnait directememzg = —% +§ i= cos(%Tj +i Si?‘(%Tj

2

21T
Le module dezz vaut donc 1, un argumen{3— Une forme exponentielle est doag=e 3 .

571 > .3 1577 3”) 7
On calculez [z, = 2\/§e6 X~ e 4 =2 = 2'a2

T
Le module dez [, vaut donc 2 et un argument dgl iz, est doncl—2

572 |‘£57T+27T) o 37
On calculez (73 = 2\/566><e3—2\/_2 2\/_2e6—2/_2€6‘ 2/_2e2

Le module dez [z vaut donc2v/2 etun argument d&, [z est donc—g

2
31T 2><371 . 3T 7T
-~ N . i~
On calcule(zz)zz ge 4 ( 2] 4 —;x e 2 :_;x e2

1
Le module de(zz)2 vaut doncE et un argument dézzz)2 est doncg

Exercice n°8

Notons z =1+ iv/3. Alors le module dez, est|zl| =7 +(\/§)2 =1+ 3=/4= Z. Pour trouver un argument de,

i
cherchonsd tel quecosd =% etsingd = @ . On trouved = 7—;[277] Ainsi |z, = 2e3

De méme, notong, =1-1i. Alors le module dez, est|22| =\/12+(—1)2 =/2. Pour trouver un argument dg ,

cherchonsd tel quecos6?=i =— \/E etsingd = 1 —Q. On trouved = _7_1[277] . Ainsi |Z, = J2e
J2 22 4
. , i (z (. an
Le quotientlﬂ\,/é s'écrit donclﬂ\,/:_3 = 2 =\/§e[3 ( ‘Jj =x/§e12.
1-i 1-i J2e —l—
; 20 7 10 . 1407
Aors (11_@} (ﬁ] (V2" ¢ <((v) ) &
—i
Commel40= 6x 24~ < on auru140” i 24IT—iT—6 271———— 3[27T]
12 12 12

jldom 7
Ainsie 2 =e 3 =co _ + isi _ _1 ﬁ
3 3 2 2

10 i 20
Enfin, ((ﬁ)z) = 20 =1024En conclusionz=(1+l\_/§] :1024(—1—£)’i] = 512 512 &

1-1i 2 2



Exercice n9
1) « Pour toutzOC, zimaginaire pur= z=-2» estVRAIE . En effet ; pour tout complexe= x+ iy, (X ety réels),

z imaginaire pur= x= 0= z=- z=- iy

2) « Pour toutzOC, ‘E‘ =-|4 » estFAUX. En effet, pour touzOC, ‘E‘ =|2

3)«PourzOC et ZOC, z=7 = | 2=| 4 » estFAUX. Exemple : deux complexes.

4) « SiRe(z) <-2, alors|Z>2 » estVRAI . En effet, siz= x+ iy, (x ety réels), et six< -2, alorsOM :\/XZTy2 >2,
c'est-a-dire|Z > 2

5) « Pour toutzOC, [L+iz| =v1+ Z » estFAUX. exemple :z=~i

Exercice n°10

Dans le plan muni du repére orthonorr(@; G; V),

1) Si on note A et B les points dont les affixes eztipes sont 3 eti3et M le point dont I'affixe est not& I'égalité

|z—3 =|z-3] se traduit par AM=BM. Le point M étant équidistates points A et B, il appartient & la médiatriee d

[AB]. |'ensemble des points M du plan dont I'affizevérifie |z—3 =|z— 3] est donc la médiatrice de [AB], avec A(3)

et B(3)

2) Notons C le point dont I'affixe est —2#3
Puisque[2+ 3| = 2 + 3 =13 régalité 2-3+2Z]=|2+3| - ‘z—(— 2+ 3)‘ =/ 1% se traduit paCM =+/13

Le point M appartient donc au cercle de centre @eetayon\/l_S. |L’ensemble des points M du plan dont I’affiz{e
vérifie |2— 3 +2z| =| 2+ 3| est donc le cercle de centre C(-J+8 de rayonv13

. — . - 12
3) Si on posez = x+ 1y, avecX, YLR , I'égalité ‘z—4+ |‘ =1, équivalente $Z—4+ |‘ == 1, se réécrit

=

x=iy=a+i? =1 [x=4-i(y- 9= 1= |(x= 42 +(y- =

On reconnait la I'équation du cercle de centre ;Dj4t de rayon 1

L'ensemble des points M du plan dont I'affix&érifie ‘E—4+ i‘ =1 est donc le cercle de centre Di{et de rayon‘l
4) Puisque pour tout complexez, arg(E) =-ard 2 (1) et arg(-z)=ard2+m( ), Iégalité

arg(E) = ard-2) ( 1) se réécrit-arg(z) = ard 2) + 7 ( 21), soitarg(z) = —7—2T (7).

L’ensemble des points M du plan dont I'affizevérifie arg(E) =-ard 2) ( 27) est donc 'axe des imaginaires purs,

privé du point ©




Exercice n°11

1) Le discrimant de I'équatiorz® —2z+ 4= 0 vaut A =(—2)2 -4x1x 4=-12. L’équation admet donc deux solutions

2+i — % 3
complexes conjuguées = |a 2+Z\/§ et22:2 2\3=1—i\/§

2) On calcule|z| = 1+|\/§‘—1/12 \/_3 \/_4 et|22|=‘1—i\/§‘=,/12 (\/_) =J4=[2.
1
2

6, =arg(z)| 27 005(91)=§ T cos(6,) = =
ML N i (G EONIN el o G

2

Si on note

3) On calcule(z,)* =(1+ i\/§)2 =-2+ 243 et( )? =(1— i\/§)2 =-2- /3.

Onaalor# ‘ 2+2lﬂ V(=2 * =J16=[h (remarque ‘( )‘—|21|) De méme{(zz)2 =[4].

. alzarg(zf)[m] Cos(al):j 2 cos{a, ):_ o
Si on notep{2 =arg(z§)[ . , alorssm(a ) :2_\/5 =|a, —?[277] et o) _2\/5 =|a, ——?[271]
' 4

4) On calculez,; = 73 — 3, =2 i/3 et ZA, =%~ 4= =4 {/é On constate que'z,_B,Z Z%B.
On en conclut que\ B =2 AB, donc(A'B)//( AB), donc| le quadrilatére AA'B'B est un trapéze

5) On calcule respectivementdA =|z, - z|= ‘—3+ k/?";{ (\/_3) =12,

AB =[z - z/=|-41/3= (-3 =4/_3=x/_EetAB'=|zB.—4|=—3—3ﬂ=,/— “+(3/9 =3

L’égalité AB?= AA%+ AB? nous affirme que le triangle AA'B’ est rectangk eectangle en|A

6) L'égalité ‘z—1+ |\/§‘ = 2/3, réécrite en‘ —( - h@)‘ = 2/3, se traduit parBM =2J3. L’ensemble des points M

d’affixe z vérifiant ‘z—1+ i\/§{ = 2/3 est donc I¢ cercle de centre B et de raydé.




Exercice n°12
1)OncalculeP(2) =22+ 2(V2-)x Z+ {xV/2x 2 8 8 § 2 8 862 B

On peut donc factorisé(2) par ¢-2). Il existe donc trois nombresb etc, tels que pour tol,
P(2)=(z- 2)( aZ+ bz ): Déterminons,b etc par identification. Pour tout

(z—2)(azZ+ bz %z a¥+ I+ ez2 4z2 b2

. Ainsi, z-2)aZ + bz ¢= toutz si
-af(b-29 Z+(e2) 220 ns, on aura(z-2)(aZ + bz §= R  pour toutz s

a=1
b-2a=2(2- a=l

et seulement S , Ce qui nous permet d’obtenijib = 2J2.
c-2b=4(1-V2) c=4
-2c=-8

Ainsi, pour toutz, |P(z) =( z- 2)( Z+20/2 2 4)

2) D’apres la régle du produit nuP,(z) =0 si et seulement si z-2=0<=>z=2 @f + 2J/2z+ 4= 0
2 2
On calcule le discriminant de cette derniére équatiA = (2\/5) —4x1x 4= § 16-- 8=( 2/_@

L’équation 2+ 2J2z+ 4= 0 admet donc deux racines complexes conjuguées :

) =ﬂ =—J2+/2i et z =ﬂ = —J2-+/2i. On vérifie quez + 2 = -2J2.
: 2 2

Le module dez; vaut‘—x/z +\/_Z‘ =\/(—\/_2) +(\/_2) =2

Un argumentd de z vérifie c0367=_—\2/E et Sin0=%. 49=37n (27) convient

Puisque les racineg et z, sont conjuguées, le module dg est le méme que celui dg, a savoir 2, et un argument de




b) On calculeOA=|z,| =|2| = 2 et OB =| 3| = 2. Puisque OA=0B, le triangle OAB est isocéle en O.

Puisque le trianble OAB est isocéle en O, la méd{@1) issue de O est aussi bissectrice de I’a@.

Une mesure de I’angléﬁ;a) est donc%(?’_fj — 37

8

c) Puisque | est le milieu de [ABF; = AT % 2-+2+/2 =1- £2 £2
2 2 2 2
2 2
Le module dez; vaut don 1—£+ ﬂ 1—Q + £2 = 1—\/_2+—1+—1: -2
2 2 2 2 2

. _—\ 3 3T

d) Pwsque(U, OI) =5 (27), on a doncarg(z ) == ( 27)
32

2 2 o s 17, 1 o |J-v2

Et puisquez; =1-—+ i—, on en déduit alors quBOS— = = = = , et que
22 8 Jal 2z alzvs |2
23

3m_ o N2 Va2 Jalay2 VR av2 | 2/ ]

sin—

8 |a] 2—&_2J2—J_2_z/z—fz/zfz_z\/zz_(J—Z)Z_ 2y2 2

T

Exercice n°13
1) On calcule :

P(i\/§)=(i\/§)z—6(i\/§)3+ 24V - 1§V 3+ e3(V Bit- B+ 447)37- 18 w3
((@)j@ 63 x(V3izi + 24V iz- 1803 63
=9+18/3- 72 1B/ 3 63- 63 63 |0

et de méme

P(-iv3)=(-iv3) - 6-iv3 + 24V - 1V I 63(-V B - BV R0+ 4av)B2r 136 43
=((—x/§)2)2(i;]2—6(—x/§)z><(—x/?3)i;><i " 2z(—f§2i;+ 18/ 3 63

=9-18/3- 72+ 18/ 3 63 - 68 63 |0

Les complexesk/g et —i+/3 sont donc racines sur polynéme P.
Ainsi, il existe un polynéme Q du second degré éffaments réels tels que :

P(z):(z— i\/é)(z+ k/é)qjc» F():( %—(\f&)z) Q z- P)E( 2?:3) (QPour trouver Q, on

effectue une division entre polynébmes : Pour todifférent dei\/é et
POy 2t — 627 +24z% ~18z+63 | Z2°+3

-iv/3,0na
P(2) . z* +32° 24— 6z 421
Q(z) =—+—=. On effectue la division : >
z+3 —62% +212* — 182 463
Ainsi [Q(z)= 7 -6 z+ 21 ) S 18,
Hors programme de 4éme
21z* +63
21z* +63

on peut resoudre ce probleme par identification 0



2) Puisque P(z)z( f+3)( -6z 2]), la régle du produit nul affrme queP(z)=0- Z+3=0. Ou
7 -6z+21= 0 Résolvons I'équationz’ —6z+ 21= 0 = q j= 0 en calculant le discriminant du polynéme Q :
A=(—6)2—4>< 1x 21= 36- 84— 4. Le polynbme Q admet donc deux racines complexesjuguées
+i/48 —
_(-6)*iV48_6+43 =3+2i/3 etz = z/=3-2i/3. Ainsi s:{k/é;—i@;3+ 3,3 2@3

2x1 2
3) cf fin d’exercice

4) Si E est le symétrique de D par rapport & O, ators —z, = —(3— 2|\/73>) =-3+ 2/ 3

Z—7% _ 3+2V3+i/3 _ 3+8/3_ %3

Z.—- 27, -3+23+iJ3 -3r8/3 - k¢

On multiplie numérateur et cénominateur de la fomgpar la quantité conjuguée du dénominateur :
Zc— % _ (1+iﬁ’)(_1_iﬁ) -1-iv/3-i\/3+3_ 2- 2/ 3_ _ 1 J:
e~ % (—1+i\/§)( 1—I\/_3) (- ) (,@) 1+3 2 2

NE

On détermine module er argumentéei7 :

\/éj 1

On calcule alors

> —+—4—\/1 1. On cherche ensuité tel que COSH—% et

Le module de ce complexe va 2] ( 2

=% _1_V3_.%
L~ 4

w |

sin@ = —% . On trouve@ = —%T[Zﬂ] . Ainsi

N I

2

3| %E—l = BC= BE, donc le triangle BEC est isocéle en B.

De I'égalité précédente, on déduit c{&é— =le

e~ 4

De plusarg(zc ZB] [277] - (BE BC) —[ 2], dond le triangle BEC est finalement équilatéral
Zx— %

Figure :
E !




Exercice n°14

3
2

1) On calculelal =‘\/§+ i‘ = (\/5)2 +F = 4= 2.]Le module de vaut donc P, et on chercie tel quecosd =~

etsind= % . On trouved = 7—T[277] .|Un argument da est donc%r

On calcule|b|—| -2+ 2| V(= =J/8= 2/ Z |Le module deb vaut donc2/2| et on cherchef tel que
-2 -1 fz

cosf=——=—==- ) etsing —% On trouved =377T[27T] .|Un argument db est donc3—n

On calcule |¢[=|3+3|=y3 +F =J18= 3/ Z |Le module dec vaut donc 3v2| et on cherched tel que

3 1 J2 .. 3 1 42
—S|m9——2———2

Vs
. On trouved = —[277] Un argument de est donc—

2) La condition arg(z’ :g+ 2k KOZ < 2arg(z):E+ Xr K1Z - arng)l—;+ k KIZ permet déja
d’éliminer les complexes a et b . Seul le complexe ¢ est candidat. On calcule

2 . —
lc-6=|3+3-6=|-3+ 3=/(- ¥+ 3=V 18 § . comme|c-6=|d, [le complexec est le seul & vérifier]le
systeme ($)

3) La contrainte|Z=|z-6| - | z-0=| z § se traduit par la condition géométrigl@M = AM| La contrainte

arg(zz)=g+ 2k KOZ = 2arg(z)=7—2T+ Xr K1Z - argQ#l—:+ k KIZ se traduit par la condition

géométrique(a; W) = IZT+ krr, KOZ|.

4) Les complexes solutions du syste® sont les affixes des points d'intersection de &diatrice de [OA] et de la

droite formée des points M tels qu@é;W) =IZT+ kir, KOZ , cest-a-dire la®F bissectrice. Ces deux droites n'ayant

qu’'un seul point d'intersection, on en déduit geesystéme (S) n'admet qu'un seule solution. Caitatisn est Ip

complexed, comme démontré précédemment.

Exercice n°15

. +i4/3
1) La suite(z,) . est une suite géométrigde raisong = \/_

Forme exponentielle de —I—\/é , \/:_3 ‘/— —\/7 =—, et si on noted un argument de, a

1
217 pres, on aos(6) -4-14 sin(6) =4 zﬁ d’outi on reconnaT19=—[2n] et ainsiq “las,
12 1 2 3 2
2 2
|\/§ _1 w m)_ 1ig
(on pouvait aussi directement remarquer que— = cos—+i sin— |=—e?3)
2 2 2 |72 3 3 2

Ainsi, pour tout entien N z = z x d =8(%j ( Ie3] = 8(—2] e3



2) Pour tout entien N, puisquez, # 0,

1+i/3 1+iV/3 . i3 4

Gt 4 PR 4 Tt 4 a_-a+ia, 4 (3313
. 1+i/3 1+iv/3 iy 3 4 ¥iv3 (1+.J§)(1-.[3)
4 4 4
JEICEIRE R UG NI
1—(iJ§) 4

En calculant module et argument de ce dernier cexepl on obtient

Lo ~ ‘ ‘\/él‘ n+l=\/§@
o

n+1

MnMnﬂ:x/_C’:OMn+l (le réel k dont parle |‘énoncé est\/’:%.). De plus, arg(z‘“"zln j arg(\/_B)[ ZT] -
+1

n+l’

m
(OM ;MM )—E[Zﬂ] donc le trianglelOM M, est rectangle eM ,;

n iM 1 n
3) Nous avons calculé, dans la questionl), que murentiernJN z, :8(%j e . Ainsi|r, :8(—j , et puisque

O<% <1, lim (lj =0, dong lim r, =0|, dong le pointM , a pour position limite le point O lorsqueend vers plus

N+ 2 n- +oo
Exercice n°16
. , Z+i z+i  z-2i 3i
1) Pour toutz # 2i, on calculez —1= -—1= .= = .
z-2i z-2i z-21 z-2i
: . i , 3i 3 3 8
Si on posez = 2i+ 1€, avecr>0 et §0R , alorsZ -1= = : = - ="glf

z-2i 2i+re?-2 re'? r

. o . 3 g 315 3@‘9)
Enfin, on peut écrirZ —1=—¢& ¢ = 82 10|12 g2
r r r

2) a) Un point M aura une affixeveérifiant |z’ —J] = 3 si et seulement si :

(52) (5]
3el2 23 |36l 2 :3«:»§:B«:»—1:1«:»
r

r r

3

r

1
Ainsi, on auraz= zy + & ~ 2z z= '€, ce quiimpliqudz- ZA|=‘ é9‘=1«:» AM=1etarg(z-z,) =6 ( 27).

Le point M appartient donc au cercle de centre deetayon 1. Eest donc le cercle de centre A et de raypn 1.

I(_ej 7
b) Puisque Z-1="e'2 /, on aura arg(z'—]):z—e (27). Un point M aura une affixez vérifiant
r

T
arg(z'—])=lzr (27) si et seulement si:g—ﬁ z (2m) = 6=7—; (27). Ainsi z-1z,= ed, donc
(U;m) =IZT (271) . Le point M appartient donc & la demi-droite dyime A et d’équation polairé =77: (2m)

E, est donc la demi-droite d’'origine A et d’équatjmriaire 8 = 2
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Exercice n°17

_ m : . .
1) La rotationr de centreQ(—l) et d’angle§ est la transformation qui, a taassociez = r(z) telq

ue

IT .
1— |

T
Z-7n=e3(z @)= 7#l= é( 1) =|'z & +2)-1, ouencore

4+
2

E ,(fsjfs
Z =

2

1

Z+—j—-=

2

m m
e e

_Ii 1
L'image parr du point A d’affixee 3 a pour affixezy = r(za)=e3| e 3+1|-1=1+ 3 - 1=

T
—l— i—
L’image parr du point A d’affixee 3 est le point d’affixee 3

2) a) Si on notew le vecteur d’ afflxe—\/’:%l , alors| la transformationest la translation de vectewr,
b) Pour tout complexe,

SRR

(1+£ ] £3|_ 1_\/§j :[_1+£3i]z—£3| ——1=[—1+£?Jz—[—££|3J=ei7372— elg
2 2 2

2
Déterminons les éventuels points fixes de cettestoamation, en résolvant I'équation :

ter(z)=z

2 2 2 2

On reconnait I'affixe du point A. L'unique poinké de la transformatiobor est le point A
7T IT 7 iT
Ii
En écrivant simultanémeter (z) = e3 7- e3 etet zp=e32z- &3,

on obtient, par soustractiots r (z) -~ z4 = €3 ( = %)

1%

La transformatiort o r est donc la rotation de centre A et d’ané{(

({2 (223 - [N L
2 2



Exercice n°18
1) Déterminons les éventuels points fixes de cettesformation, en résolvant I'équation :

Z=2z- z=2( #3-4)-3+4

= 2=27+6-8i—- 3+ 4

= z=-3+4i

La transformatiori admet un point fixe , d’affixe zo = -3+ 4i.

En écrivant successivement= 2 z+ 3+ 4i et o = 27, + 3+ 4i, puis en soustrayant membre a membre, on obtient :
Z-7%=2(z 3).

La transformatiori est donc 'nomothétie de centf®, d'affixe Zo = -3+ 4i, et de rapport|2

2) Par 'homothétid de centreQ et de rapport 2, 'imag€’ du cercleC de centre A(-2+i) et de rayon 1 est le cercle de
centref(A) et de rayon2x1= 2.
On calcule :

f(A)=2(-2+i)+3+4=~4+ 2+ 3 #=— ¥ i6
L’image deC est le cercl€’ de centre le poirffA) d'affixe —1+6i et de rayon 2.






