CORRECTION EXERCICES(SUITES)

EXERCICE 1

Rappels :

Si (u,) est une suite arithmétique de premier terme uy et de raison r, alors pour tout entier naturel

n, U, = Ug + Nr.
Si (u,) est une suite arithmétique de raison r, alors pour tous entiers naturels n et p, u, = U, + (n-p)r

1.0na:
Uus=us+ (5-1)r,doncuy=us-4r=7-4x2=7-8=-1
Donc : uq = -1

Upss=Us+ (25-5)r=7+20x2=7+40=47
Donc : uys = 47

Ujgo = Us+ (100 - 5)r=7+95x2 =7 +190 = 197
Donc : uqgo = 197

2.0na:
Ug=uz+ (8-3)r=u3+5r,donc:0=12+5r
12
soit:r= 0§
12_ E{}+36_QE
U=Up+3r,doncup=u;-3r=12-3x & 5§ A
Lho
Donc:ug= 1
L 12 G 216 1200
Uqg = Ug + 18r= o 2 2 2
Donc : uqg = -24
3.0na:
e — )
=
uy = Ug + 7r, donc b
e o=y
De plus, uq3 = Ug + 13r, donc uq3 = Ug + 13 x K , donc :
7uq3 = 7ug + 13(uz - Up)
7u;z =7 ug + 13uy - 13up
7uq3 = -6Ug + 13Uy
- ., 13 f
Vs = 13- Px S A 2
Hy = = :
—6 —G

Donc:up=0

EXERCICE 2

Rappels :

Si (u,) est une suite géométrique de premier terme ug et de raison q, alors pour tout entier naturel

N, Un = Ueq"
Si (u,) est une suite géométrique de raison q, alors pour tous entiers naturels n et p, u, = u, q"P

1.0na:




U4=u1q4'1=u1 q3=3x(-2)3=3x(-8)=-24
Donc : u, =-24

us=u;q® 7 =u;q =3 x(-2)7 =3 x (-128) = -384
Donc : ug = -384

Uz=U;q% "=u;q" =3 x(-2)" =3 x (-2048) = -6 144
Donc : uq, = -6 144

2. Déterminons q :

- 1=
4 (I4 g — _ — = 'J
u; = usq-, donc Ay 2
Donc g2 = 3. On a alors deux possibilités pour la raison q : &t = =3 on g =~/3,
= Si = —\-IIE, alors :
Ha 2
'?_3 A 7
us = Up q°, donc ug = { \f'}
& 23 243
.','[] —_ — - = — — —_ = —
SRV KRV IR 0
Uis = Upq" =
A -
=—%x3' ® A w (—ﬁ}
_2Zx3x3
= —32
=2x3%=1458
Uzo = Up qzo =
2443 » 310 |
= = "2V3XF = 1312243
ol 3
Donc : si # = —A/3, alors 0 L ups=1458et tin = —13122¢3

- Sif = "-.-f3, alors :
Us = Up G°, donc up =
Uss = Ug CI15 =

Ny W
_EY2 s 3

2w F w3
T
=2x3%=1458
" uo’_qzo pNT

233 % 3 o -
- Vg—z =243 x 37 = 13 1224/3
23

0 ,u;s=1458et tiin = 13 125’-\,{3

. [Ty
Donc :si i = ’\-I3, alors !

EXERCICE 3




(u,) est une suite arithmétique de raison r et de premier terme ug, donc :
Up = Uy + 2r, U3 = Ug + 3r, Uy = Ug + 4r et ug = Ug + 6r.
On obtient alors le systéme suivant :

{ ip=—101
= .
=0

Dou:uy=-10etr=>5.
Pour tout entier naturel n, u, = -10 + 5n.

EXERCICE 4

Déterminons sept nombres impairs consécutifs dont la somme est 7° :

La suite des impairs peut étre notée: u, = 2n + 1, pour tout entier n.

On cherche donc l'entier p (et up) tel que : Up + Uput + Upsg + Upiz # ooo + Upys = 7° = 343,

Or, Up + Uput + Upig + oo v Upug = (2p+ 1)+ (2p+3) + ... + (2p+13) =7 x2p+ (1 + 3+ 5+ ... +13.
hox 2

1

Or,1+3+5+...+13= 7( 2 ) =49, somme des 7 premiers termes d'une suite
arithmétique de premier terme 1 et de raison 2.

Ainsi : 14p + 49 = 7° = 343 | soit p = 21; puis u, = 43.

D'ou : les sept nombres recherchés sont : 43, 45, 47, 49, 51, 53 et 55.

EXERCICE 5

Déterminons s'il existe une suite telle que les trois premiers termes ug, uy, u, soient a la fois en
progression arithmétique et géométrique :

Si ces trois termes sont en progression arithmétique, alors il existe un réel r tel que : u; = ug + r et
Up = Uqg +T.

De méme, s'ils sont en progression géométrique, alors il existe un réel g non nul tel que : u; = upq et

u; = u(q2.
On obtient alors le systéme a deux équations et deux inconnues suivant :
il — 1) =r
g X g =gt r (e — 1)
2 " —_—
X =+ 20 O encore: 9 !
, 1
) g = =
Résolvons 'équation 2
2q-2=q%*-1
q2-29+1=0
@-1)2=0
q=1

Cette équation admet une unique solution 1.

Donc:up=u;=u;

D'ou : les seules suites dont les trois premiers termes sont en progression géométriques et
arithmétiques sont les suites constantes.

EXERCICE 6

bl |
[
—
[y |

.
1. a) uy = us + 3r, la raison r vaut donc :
Donc : u; =-5,5; us = -2,5 ; ug = -10.




30— )
3

My =+

5’5= ) +"l']_+...+'r'!5=ﬁ[','[[] .|_£ =_£
1. b) 2 2
1k 50

'SrlII:""{[]'I"I"I]_+...+HL[]=11 |-n'l’||+T :—?J

1. ¢) (u,) est une suite arithmétique de raison positive, donc elle converge vers linfini.

1 W 1 1
= —=—= o= ——
2. u; = uy @ ; soit Wy &+ on en déduit ! 2. Puisuz=8;us=2; ug=-64
o
_ R
‘ e = {—j]”—l’
L — L —u'l 31
So— X 12 S =y x 0 =22 19695

) et L= -8 .
(u,) est une suite géométrique de raison |q| < 1, donc elle converge vers 0.

EXERCICE 7

{M-E}."l
2 U3=2+3x5=17

k) ) — 6456

S, =g+ o+, = —2) [-fig +

(e —2] (17 +
On cherche donc n tel que : ; soit encore : (n - 2)(5n + 19) =

12 912. Il faut donc trouver les racines du polynéme 5n2 + 9n - 12950 =0 :
— 0 — L S8 — 0 + 508
—_—— — i} =

. Ho = = ol
L1} qui n'est pas un entier ! et . 11}

=

EXERCICE 8

Soit (u,) une telle suite de premier terme u, et de raisonr.

Il existe k tel que : #ia + g | + tiegr +ugpps = 12et HEH Tt s Hag g = 116
Or: it + Nty + tithr+irggq = g +6r

ot .-.'_‘?. + Hf.+l + ”.%'-I-E + -f:f._l_j = ""i + (v + ."]j + (e + :E’-.";I2 + (o + 3."}2

Or 4uy, + 6r =12 donc 2u, + 3r=6

Ainsi : 62 + 5r2 = 116

Soit: r = 4

Puis 2u, + 3r=6 donc uy = -3 ouu, =9

Ainsi: -3 ,1,5, 9 conviennent ainsique : 9,5, 1, -3.

EXERCICE 9

Si (v,) est une suite géométrique de premier terme v, et de raison b, alors pour tout entier n : v, =
Vobn.




e 2l oy

1. Si (vn) est croissante et ses termes sont strictement négatifs alors O , C'est-a-dire 0

<b<1.

| — i
2oviva=viblet T S T s (1 b)(1 + b+ bY)

On obtient donc le systéme :

soit encore :

Soit 6b2 + 25b + 6 =0 ou 6b2 - 13b+6 =0

La premiére équation a deux solutions négatives (cf premiére questions)

EXERCICE 10

S=2+6+18+... + 118 098
S est la somme des premiers termes d'une suite géométrique de premier terme 2 et de raison 3.
UW=2;u=2x3;u;=2x32...118098 =2 x 59 049 = 2 x 3",
1 all

S=un et ol = Mg T Ly 146

, 2 2 . '
S =2+-+=-+..+

3000 DU LD

1
S' est la somme des premiers termes d'une suite géomeétrique de premier terme 2 et de raison 3.

| Ll
(5) 17T 46

29D

1 —
3" =2
1

1
De plus : 59049 = 3. Donc 3

EXERCICE 11

1+2+3+...+12+1+2+...+12=2(1+2+ ... +12).

Somme des 12 premiers termes d'une suite arithmétique de premier terme 1 et de raison 1
12 = 13

L2 l2E —— =T

Donc en 24 heures la pendule aura sonné (2 x 78) fois, soit 156 fois.

EXERCICE 12

Soit ug l'age de la plus jeune personne. L'age des autres personnes sont respectivement : uy, U,, U; et

Ug;avec Uy =Ug+r, ...
On adonc:

5 5
Hﬁ —+ g+ oy + fr% + H_Q,‘ = 1980 ot wy + 0y + ey + vy + o0y = )
Pour la résolution, cf exercice 8 : 6 ans, 12 ans, 18 ans, 24 ans et 30 ans.




EXERCICE 13

Soit ug la taille du nénuphar le jour 0. Au bout d'un jour il mesure uy = 2Uy, .... ; au bout de 40 jours
il mesure uy = ue2*.

R LT
o Hy =g 2= —
On cherche l'entier p tel que 2.

On obtient facilement p = 39.

EXERCICE 14

En 1985 le prix du livre est up = 150. En 1986 il vaut : u; = 150 x 0,88, ... ; en 1990 (donc 5 ans
aprés), il vaut : us = 150 x 0,88° = 79,2 F.
Et en 1995, il ne vaut plus que : ujg = 150 x 0,889 =41,8F.

EXERCICE 15

a) An, laire inférieure, est délimitée par des rectangles de largeur i et de longueur ./, Donc

: A, = i [f (%) + f (%) + ...+_r‘(1}]

1 2 1=+ 2 4+ 37 + &
f(—)+f(—)+...+.f(l)=u— ukL Cha L
H T i
4 1 rln + )20+ 1) ' (e + 120 +1) A =3n—1
A, == |u—- — =|— = = :
Ainsi I fire” fir = fire”

c) pour tout i, Ay <A< A

o o
E;donc A= §

d
Et quand i tend vers linfini, A, et A}, tendent vers 6

EXERCICE,16

Ily a n cercle de rayons r,,. Calculons ce rayon : l'angle au centre de chaque portion est ¢ et le
rayon du cercle initial est 1. On applique le théoreme d'Al Kashi qui nous donne

o D a T
rno=2 1 —con| — = Jd=in” (—) ro=2in [ =
: ( (” )) "< Dou: f —2.111(”).

l,, =« % de=n (—)
1.

e

s e e , . - £ i — 5
Or, grace a l'inegalite proposee on obtient : 1/ i i
s =ant gl
Soit : 1y Grt oo
o 27 2
172 — 2= g, < 1= :
Donc : 3 T qui nous permet de conclure que |, tend vers 1=* quand n tend




vers linfini.

— )

i =
iy = n xrr(:}-h'm(—)) L, )

i ; avec linégalité on peut conclure que la somme des aires tend vers
0.

EXERCICE 17

EV N N A L )

b) Pn = Son-1 - 454.4.

'[J_J 4L
o M) =3 -
B L B el 2ee— D20+ 1)
d)po=P@n-1)-4P(-1); T T3 T 3
Bx 1l x13 -
e)POUr”:U’pﬂzT:

Donc le nombre de cubes utilisés est de 286.

EXERCICE 18

a) AHD triangle rectangle en H. [HD] est une demi-diagonale de carré.
'S

2 srp

HD = v AH = —

2 . Puis 2,

b) Niveau 3 : 9 billes ; Niveau 4: 16 billes ; .... Niveau n : n2 billes.

It
h, =n—

C) VE

EXERCICE'19

. 1
limn (. +3) =+ liin — =10 litn #, =1
a) w—s+4 et Nopw W donc i+ x .
. litm #° = +ao liim — =10 litn o, =1}
De méme: 11—+ et Aot W donc n—+x .

litin +r, = 4+
b) +u + 1 =+ a0; donc =41

litn e =+ litn v, = —C
C) n—+x ;dOﬂC n—4

: 2 : 1 :

litn {#w° +5) =+ liim — =10 litn e, = 0
d) n—=+= et Nort+a LY donc n—+uw .

1
litn «, = lin v+ lin —=+w+0=4+%

N n—r4 o= A




e) Au numérateur on a déja une forme indéterminée. Remarquons
1

que Dt =B+ 2 =1 — (L — {20 — 1), Ainsi My = = (Zie—1)

li w, = i — i Ze—11=0—({+x)=—x
et J.'—lrlil'.-.'. o ”_I’Iili 11— ”_l,l_f_l._,_._( e J {+ J '

Pas de difficulté pour v,.

f) Forme indéterminée: le numérateur et le dénominateur tendent vers l'infini; il va donc falloir

2 a2
Wy = = J_
L+ — 1+ -
factoriser par n le dénominateur: i r
1
lim [1l+—} =1 : .
Or: ek ( ”') ;dOﬂC ull?lil'.!.'. e = J

EXERCICE 20
a

N T

n—+4 =
Vv, est une forme indéterminée, factorisons par n le nhumérateur et le dénominateur

n(l—i) 1_£
B njo_ N

L J_ 1
i (H —+ —) H 4+ —
i ™. Le numérateur tend vers 1 et le dénominateur vers linfini.
litn  «,, =1}
Donc n—s4 .

"

. 1
. . . ) — i wry, = -
Méme méthode pour w, : factoriser le numerateur et le déenominateur par n2. 1—+ =
: ) : 1
lit, wr,, =AM litn #, = —w litn wy, = ——
) n—adw ;  n—=4 7 et w4t 2.
lizn @, = +oo lizn w, = —o lizn  wry, =4
C) n—s+x y on—E et v+ .

EXERCICE21

a) (u,) est une suite géométrique de raison q = 2, q > 1 donc la suite tend vers l'infini
litn w, = +0 o him oy =1
IR B e y PUIS 1o — 4 W .

! :
) L , =z litn vy, = 1)
b) (u,) est une suite géometrique de raison 3,19l <1donc n—+x

litn w, =1l

et n—=+w
1
= ——
) (u,) est une suite géométrique de raison ! 4, Iql < 1 donc la suite converge vers 0
lixn wr, =1 litin o« =7

Lo 4w et a4




d) (u,) est une suite géométrique de raison q = 5, g > 1 donc la suite tend vers linfini

litn w, = —c ol ey, = —oo
M ; PUIS 1 — 4 E .

EXERCICE 22

i
1 ) i {: N
a) Pour tout - |eos(n ]| = l; donc ol s s+ 1. Donc
1

(b= lun |, = lim = litn vy, = 1)

s n—~+:=r.| ol < w—tw o+ 1 . On en déduit que n—+x
P litn w, = lun nn— 1=+
b) Pour tout - HIM{Ze] = =1 donc wy, B w— Let natr T wetm
litn w, =+
donc =+ .
i+ (=117 w1 i+l

|| = 5] & — 1 L= lim el = lim ——— =1}

c) |H- -+ I e+ . On en déduit : b—s n—+w s+ 1 s

. litn w»,, =10
soit ;@ nw— 4w .
d)—L=(—1)"=1 donc —L+tm=(—1)" +us l+ne l=(—1)"+253 it
i < ; <1 n—1
AT S e

% o '\E ﬁ'-'f'].

n—1

o litn «r,, = lun = +oc litn  w,, = +2
Ainsi ; w—+ % f—b T et n—s+ = .

EXERCICE 23

4
N, = —
a) Posons ! e
L (307 — 20— 1)
Wyl =0, =i————= 13" —dn—
P Lo et+ 1)? .

5
Pour étudier le signe de cette différence, il suffit donc d'étudier celui du facteur {3r= — 2 — 1
(montrer qu'il est positif pour it = ).

4” 4”
— s | e . .
b) 14< et la suite (u,) définie précédemment est croissante et non majorée donc converge
4”
", = —
vers l'infini ; ainsi la suite " n tend vers linfini.

c), et grace a b), on peut conclure que cette limite est 1.

EXERCICE 24

. ) 2 . .

litn o« =0 litn v, == Itz oy, =0 g o, = +aC
a) n—4 Je—F - W 3C) a4 =¥

litn «, = +a90
€) notw f) {#0,1) n'admet pas de limite.




EXERCICE 25

it w,, =
a) n— 4 ¥

litn w, =+
) n—4w

litn w,, =100
C) n=r4 %

litn «,=0+1=1
) n—duw

=

T

g (14 2 o
2 (l + 2” . 2 a x l + 2”
S \3 L+
2 T’
litn (—) =1l ‘_‘} <1
oo, (suite géométrique de raison 73 ) et le deuxieme terme tend également

litn v, =1
vers 0; donc i—+ .

EXERCICE 26

a) Déterminons les cing premiers termes de cette suite :

i =11
1 . 1 12 —
n= g x = o x ORI = X =\

La suite ["ha) semble converger vers 2.

b) Pour tout entier naturel ;;, ona :

1
On en conclut que () est une suite géomeétrique de raison .

1

| ittt vy, =1k
La raison . ,donc i+ ! .
Pour tout entier naturel ry, v = U5 — -1, donc v = A/t + 4 (tous les termes de (%1} sont
positifs).

litit w1, = V=7
On en déduit que —+ =

EXERCICE 27

a)u; =1,667 ;u; =1,909 ; u3 =1,977 ;us=1,994 ; us =1,999 .

b) Hypothése de récurrence : "I} = «,, = 2",

La proposition est vraie pourn=0,n=1, ..., n=5.

Supposons la vraie au rang prUsw, &2 Aors:
Ry TeEletdwm AT 2% 4 done b = el £E,

La proposition est alors vérifiée au rang (p +1).




On en conclut que la proposition est vraie pour tout entier ;; : i, est bornée par 0 et 2.

c) L'ensemble des solutions de l'inéquation —#% + .+ 2 2 0 est lintervalle & = [_1 : 2].
—'r'{f, + o, + 2

Mgl — iy = 3 , oy
Hy + 2 . Le numérateur est positif car pour tout . iy E Setle

dénominateur est positif car u, est positif pour tout n. Donc iw.+1 — #., = ). On en conclut que la
suite {711} est croissante.

[t — 2] 1

1
|"|'r.l+1 _2| = o T
d) [t +2|;orpourtoutn:un+2 =2, donc 4y, t 2 T2

1
ot |”r.'+1 - 2| = §|'”H - 2‘|

J_ i
My — 2 % (_) |"|'[] _2|
Alors 2 .
J_ 18
|"|'r.l+1 - E| = (E)
|ug - 2] =1, donc pour tout n : ]

) J_ P

litn (—}) =1
Or: "—=+# L = (suite géométrique de raison < 1)
On en déduit que u, - 2 tend vers 0 puis u, tend vers 2.

EXERCICE 28

a)

iy CHy o

(u,) semble converger vers 2,3.
De méme en choisissant une valeur intiale i = —3

b) '['”u) est une suite stationnaire si pour tout n: w4 | = ¥, = !, c'est-a-dire si

— . 2 — ~
2=~ + 70 ouencore : il — i — 3 =1} ce polyndme a deux racines, dont une dans
L +413

=

!
lintervalle [-3;+ [ : 2

c) '['r'{“+]_ - 'r:}{""r.'+1 + F] = |IIIE’+l - ;r_‘ =3+, — ';'2'

Or 2 =3 + fdonc 3 — ¢2 = —¢; ainsi : {'”u+L - Ir.-}{””“ + ""'] = tw — 1 pour tout
entier r;.




||III o II| - ey — 3 .. |”IJ B
2dui o h |1 + i + i = wapl — &
On en deduit que : ! et M+l = ! donc i
. Hip =1
, [t — F 5g . e
et par recurrence : ¢ qui tend vers 0 quand ;: tend vers linfini.

Ainsi : *'v = | tend vers 0 et donc '\, tend vers .

¢




