TRIGONOMETRIE - EXERCICES CORRIGES

Trigonométrie rectangle
Exercice nl. Compléter les égalités en respectant bien ledionsade I'énoncé
B

C A

cosABC =
sinABC =
tanABC =
cosACB =
SinACB =
tanACB =

Exercice n2.
Soit ABC un triangle rectangle en A tel que AB=3ABC =30°. Calculer BC et AB

Exercice n3.
Les dimensions du triangle OBM sont données sfiglee :
Entourer parmi les données suivantes, celles oquicmrectes M
2 =1 2\ 2
OB== sinBMO == OB=i 1 113
3 3 3
= 1 — 2 . —\2 ——\2
sinBOM == cosBOM == (sinBOM ) +(cosBOM ) = - o
3 3 B
Exercice n4. Le trapéze rectangle ABCD ci-contre est tel quesABcm , . :
AD =4 cm etDCB =60°
Déterminer les valeurs exactiéis périmétre et de I'aire de ce trapeze.
C
Exercice n5. P
Une tour est protégée par un large fossé. En sansien A, I'angleMAN f;q: Tat)
vaut 42°. En reculant de 10 metres ( AB = 10) essemositionnant en B 7 " .
'angle MBN vaut 27°. Les triangles AMN et BMN sont rectangiesM. e s 2 i |
1) En exprimant MN en fonction de AM de deux facoifdentes (utiliser le F v ]
fait que BM=BA+AM), calculer la longueur AM o o
2) En déduire la hauteur de la tour (on donnera @ateuy exacte, puis valeu B —“{ R 2
approchée a un centimetre pres.) e \; i i
et M
Le radian
Exercice n6.
Convertir en degrés : 1§ rad Z)g rad 3)% rad 4)%1 rad 5)2—76T rad
Convertir en radians : 6) 45° 7)120° 8) 30° 409 10) 125°
Exercice n7.

Exprimer, en fonction dB, le périmétre de la figure :

o
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Exercice n8.
Soit C et C’' deux cercles de centre O, de rayosppadifs R et R’ (R'<R) et A et B deux points distis de C.
Pour aller de A & B, deux trajets sont possibles :

Trajet 1:de A aB surle cercle C

Trajet 2 : de A a A’, puis de A’ a B’ sur le cerdlg et enfin de B’ a B.
(lafigureest indicative, et ne correspond pas aux mesures suivantes)

1) On suppose que R=150, R'=50cet1rad .

Lequel de ces deux trajets est le plus court ?
2) On suppose que R=300, R'=250cet rad.

Lequel de ces deux trajets est le plus court ?
3) Trouver une condition sur pour que :

a) les deux trajets aient méme longueur.

b) Le trajet 2 soit plus grand que le trajet 1.

Arcs et angles orientés

Exercice n9.

Donnerune mesure emadians de I'angle formé par la petite aiguille et la glan
aiguille d'une montre (plusieurs réponses sontiplesy

1)a3h 2)alh 3)adh

4Ha6h 5)a8h

Exercice ni0.
1) Placer, sur le cercle trigopnométriques ci-desstass points M tels que
(ﬁ,W):%ﬂzm,kDZ

2) Placer, sur le cercle trigopnométriques ci-dessemipoints N tels qu(a(j,m) = —%ﬁ 2kr,kO7Z

3) Placer, sur le cercle trigopnométriques ci-dessesipoints P(aO—P) =X avec3x= —%T+ 2k kOZ

Exercice nil.
Soir (C) un cercle de centre A et B un point de (C)
1) Construire les points C,D,E et F du cercle (G tple :

(A8,AC)=Z  (ABAD)=Z  (AB.AE)=TT  (ABAF)=-

3 4 6 4
2) Déterminer une mesure puis la mesure principalehdeun des angles orientés suivants :
(AC, 7€) (A5, AF) (AF, AC) (AF, AE)

Exercice ni2.
. . . — -\ _ 277
ACE est un triangle isocele direct de sommet ppiaicA et tel que AC=5 e(tAC, AE) = ?(277)

1) Tracez le triangle équilatéral direct AEF et larigle ABC isocéle rectangle direct en A.
2) Déterminer la mesure principale de chacun desarggientés suivants :

wr)  (Ew)  (wes) (e

Angles associés
Exercice ni3.

Vs
—<X<TT
1) Sachant qu 2 1 et sans utiliser de calculatrice, donner unewagactede COSx et detanx
sinx==
3

n 1 v/
2) Tout le monde sait bien qLCE)Sg = E\/Z +4/2 (on ne cherchera pas a démontrer ce résultaak)u@rsmg
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Exercice n14.

Pour tout réek , simplifier I'expression A(x) = cos( 37— x) + COEZ—ZT’f XJ + SiE_S_;T_ XJ

Exercice ni15.

Vg
— < XSTT
1) Déterminer la mesure de I'anglevérifiant : 1
sinx ==
2

n 1
2) Sachant qu@osﬁ = Z\/10+ 2/5 (on ne cherchera pas a démontrer ce résultaietbrmiinercos%

3

. . . 1
3) Déterminer une valewxactedex sachant queinx = > et cosx = 5

4) Déterminer une valeur approchée & pées en radians @esachant queosa = - 0, 2¢ et aD[—IT, O]

Calcul algébriques a 'aide d’expressions trigonontéiques
Exercice ni6.

1) Simplifier au maximum, pour tout réel t, 'expriss (1- cost)( &+ cos)
2) Démontrez que pour tout nombre réel:cos x— sirf x= coéx— siAx puis quecos' x - sirf x= 2coéx -

Exercice ni17.
1) Démontrer que pour tout réel cos(x )= 2co$ X ¥

. . T T . . T . T
2) Puisque vous connalssez{zj et CO{E) , déterminez une valeur exacteatfs(l—zj puis deco'{ZJ

Equations et inéquations trigopnométriques
Exercice ni8.

NlR NI

Résoudre dan® les équations et inéquations suivantes :  cos(x) =

co{3ﬁ%j= coEx+7—Q coy ) = sif{ &) cog )2

Exercice ni9.
1) Exprimer cosacosb en fonction decos@ +b )et cos@—b)
2) En effectuant un changement de variable que Ifécisera, démontrez que pour tous hombres pgelsg, on a :

+
cosp+ cog =2 cospz—q

3) En déduire les solutions de I'équationsx + cos2x + cos3x = 0

sin( )

sin( ) >

Exercice n20.
1
Soitf la fonction définie suR par f (x) = —4x> + 3x 5

1) Faire une étude compléte de la foncfiglmites, sens de variation, etc...), dressez sbleta de variations, et tracez
sa courbe représentatiGedans un repére orthonormal (unité de longueury cm

_ 1
2) Trouvez les solutions danﬁ@;Zn] de I'équation, d'inconnwe sin 3 = 5 Représentez sur un cercle trigopnométrique

les points associés a ces solutions
3) Montrez que pour tout nombre réelsin3a = 3sina —4sin’ a
4) Déduisez de la question 2) les solutions de |'éojuaf (X) =0. Donnez-en des valeurs approchées a 0,1 pres
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Fonctions trigonométriques
Exercice n21.

Soit f la fonction définie sulR par f (Xx) = sin2x
On note (C) la représentation graphiquefdians un repere orthonorn(a(D;T; ])

7l 7l 7l 7l
1) Calculerf (0); f(=); f(=2); f(2);f(=2); f
) Calculer £ (0); () ()i (5): f(g): F(7)
2) Montrer quéf est impaire. Que peut-on en déduire pour la corgpeésentative (C) ?
3) Soitx un nombre réel. Compardr(x + 71) et f(x). Que peut-on en déduire pdi#

4° 4

|

m T 37
4) Démontrez que la fonctiohest strictement croissante {Uf—;—} puis strictement décroissante %tﬂ‘j

| I . _ S5 i
5) Représenter graphiquement la fonctiiosur l'intervalle —Z;T

Trigonométrie et limites

Exercice n22.

On considére la fonction numérigtigéfinie par f (x) = 2x — sinx

1) Montrer que pour tow réel 2x-1< f (X)< 2x+ 1

2) En déduire les limites delorsquex tend vers+ o et lorsquex tend vers— oo

Exercice n23.
Déterminer, a l'aide des théorémes de compardessfimites ent+ oo et en—o de chacune des fonctiohsuivantes (si
1+ cosx XSinx

- 2) 1(9=250

elles existent): 1)f (x) =

Exercice n24.

—

Soitx un réel de}O;,—ZT[. Dans le plan rapporté a un repére orthonormabﬂ(o;f ),

on considere les points : A(1;0), M(casinx), P(cosx;0). On considére de plus le point T
intersection de (OM) et de la perpendiculaire a Y@AA 0
1) Montrer que AT = tax

2) Soit Aq l'aire du triangle OAM, A l'aire du secteur de disque OAM ej Aaire du triangle OAT.

En comparant ces aires, prouver que xsirx < tanx.
inx
3 <1.

3) En déduire que cos<

. .. sinx
4) Déterminerlim ——.
x-0 ¥

x>0
Exercice n25.
. , _sinx , . e i .
En utilisant le resultahngT =1 (cf exercice précédent), étudiez les limites ele®fonctions :
X

sin5x 2) x X 3) x sin5x « tanx
2X ~ sin3x ~ sindx -

1) X -

Calculs de dérivées

Exercice n26.

Dans chacun des cas suivants, calculer la fondéivée de la fonctiofi en précisant le domaine de définition et le
domaine de dérivabilité.

1) f(X) =xcosx— 2sirx 2) £(%) =w 3) £(%) :ﬂ 4) f(x)=cos(X ) sin(x
X COSX

Guesmi.B
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Exercice n27.

. s . sinXx R 0 154
En utilisant la définition du nombre dérivé, déteren Img)— lim
X X Xﬁg

2 X——

ieme

Exercice n28. Dérivéen
Calculer les dérivées d’ordre ha nON, def sur I'intervalle I, avecf (x) =cosX et | =R

Trigonométrie et intégration
Exercice n29.
Déterminer une primitive diesur un intervalle contenu dans son ensemble dieititdf

1) f(x) =sinx— 2cosx 2) f(x) =sinx cosx 3) f(x) = 90§X 4) f(x) = sinx
sin? x cos X
___ cosXx _ Cosx _ln 7T _ L4
5) f(x)—m 6) f(X) Sinx sur | }0,727{ 7) f(X) =tanx sur}z,ﬂ}

Exercice n30. Vrai ou Faux ?

1) J'Oﬂsinx cosxdx = (

2
2) f@ dx :%.

/. 4 _ T, 4
3) jo sin xdx—J'o sin’ xdx.
Exercice n31.

1 1
Etablir quej x*sinxdx < j X sinxdx
0 0

Exercice n32.

r

2

1) Calculez l'intégrald :.[xsinxdx en utilisant la formule d'intégration par parties:
0

Calculez l'intégralé en utilisant deux fois le théoreme de l'intégmrapar parties:

m

2 Vs Vs
2) | :szsinxdx 3) 1 :jexsinxdx 4) | :jezx cosxdx
0 0 0
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TRIGONOMETRIE - CORRECTION

Trigonométrie rectangle
Exercice n°1

coté opposé coté adjacen coté opposé
_COlE oppos x=—J ttanxz—pp

Dans un triangle rectanglsinx = - , ~ — . Ains
hypothénuse hypothénuse coté adjacen
E
C L
cosABC = 1°A cosa = 9 cosa = n
BC C p
sinABC = A¢ sing =2 sina=M
BC Cc p
—= _AC a
tanABC =— tana = — _m
AB b tana= -
cosACB =A< cosp =2 cosh="
BC c D
. ——= AB . b
smACB—B—C smﬁ—E sinb="
P
——= _AB b
tanACB = — tanf =—
AC A a tanb = n
m
Exercice n°2
Dans le triangle ABC, rectangle en A, on peut éarivsABC =%, dou:

AB 3 3 6 . — AC . 1
BC=——+—= =-— =~ =2.3. De plussinABC =— d'oli AC =BCsin30 = &/ 3x==4/¢
CcosABC co0s30 ﬁ J3 i BC 2

2
Exercice n°3
Les affirmations vraies sont :
242 M
OB :T' En effet, on calcule la longueur OB dans le glamectangle grace 1
13
2
au théoréme de Pythagor®B® =1° —(}j _8 doncOB = 8 2@ = 2—\/_2
3) 9 9 Jo |3 0

—— BM 1 B

SinBOM =——==

oM 3

_——\2 _—\2
(sin BOM) +(COSBO|\/|) = !(ceci estoujours vrai quel que sot I'angle)

Les autres affirmations sont fausses. En éﬂBtzg est faux puisqué®B = Z—f (voir ci-dessus)

2.2
COSB/OW 22 est faux calcosm = 9% - 3 = 2\/5
3 oM 1 3
2.2
sinB/I\R)zl est faux cansinﬁ/l?): 9E =3 - 2\/5
3 oM 1 3
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Exercice n°4

Notons E le projeté orthogonal de B sur [CD] Dansiangle BEC, rectangle en E, onz il .
E=tan(B/C\E) = tar( 60) donc|EC =L:i:£&
EC tan(60) 3 3 4 1
De plus,E=sin(B/(f) = sin( 60) donc|BC =— A . 4 =_8=i3 o 60°\ |
BC sin(60) 3/2 /3 3 D 5 E
+ 3
On en déduit que le périmeétre du trapéze est égalla5+EC+BC, soifl4+ +— 4 = 42 12/_
an(60) sir{ 60) 3
Grande base Petite
base
s 4 . %
tan( 60 3
L’aire du trapéze vaut ( ) x 4 = 20+L = 20+£ = 20+ 8/3 = 60+ 8/
harﬁeur tan( 60) \/é 3 3

Exercice n°5

1) Dans le triangle AMN, rectangle en M, on é(%ﬂi{% =tan(42) = MN =AM tar{ 42

Dans le triangle MMN, rectangle en M, on éc—l\éliil\% =tan(2?) = MN =BM taf 29)

En utilisant le fait que BM=BA+AM, on écrit :

MN =BM tan( 27) =( 10+ AM ) taf 27)= 10tdn 2f+AM  thn %

Si par ailleursMN = AM tan( 42), on aura dondAM tan( 42) = 10taff 27)+AM tan 2, c'est-a-dire

_ 10tan( 27)
tan( 42) - taf 27)

10tan( 27) taf 42 (1dtan 27tan 420
tan( 42) - taf 27) Sltan 4Z2-tan 272

La calculatrice fournitMN =11, 74m 0 11.73711688

AM (tan(42)~- tar{ 27))= 10tap 2J donc|AM

2) On conclut donc quéN = AM tan( 42) =

Le radian
Exercice n°6

mesureenradianx180

On applique la formulenesureendegré=

m
1) Zrad - 60° 2) Trad o 90 3) rad w156 |4) Lrad » 100 |5) Lrad . 25°
3 2 6 9 36
: : mesureendegrés 7
On applique la formulenesureenradians= 180
. T 2T Vg 21T 25
6) 45° Zrad 120 ?rad 8) 30° ~ Erad 9) 40° ?rad 10)12% - grad

Exercice n°7

Un angle au centre d& rad intercepte, sur un cercle de rafmun arc de mesure égald &= Rxa

L'arc de cercle intercepté mesure da2R unités de longueur. Le périmetre de la figure \daric 2R+ R+ R = 4R
unités de longueur

Exercice n°8
Un angle au centre d& rad intercepte, sur un cercle de raf®mun arc de mesure égald.ac Rxa
1) Dans le premier cas (R=150, R'=50@t=1rad ), le trajet 1 a pour longueul, =150x 1= 15C unités de longeur,

tandis que le trajet 2 a pour longuélyr= AA +50x 1+ BB’ = 25C unités de longeur dond, <T,
Page 7/20
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2) Dans le deuxiéme cas (R=300, R'=25Qxet 3rad ), le trajet 1 a pour longuedr, =300x 3= 90( unités de longeur,

tandis que le trajet 2 a pour longuéiyr= AA +250x% 3+ BB' = 85( unités de longeur do

3) Les deux trajets seront de la méme longueurssg@ement si :
aR=AA+aR +BB' = aR=(R-R)+aR +(R-R)

a-2

< Tl

(On remarque que cela ne dépend ni de R ni de R’)

= a(R-R)=2(R-R) = [a=2
Le trajet 2 sera plus grand que le trajet 1 seatesnent si
aR<AA+aR +BB' = aR<(R-R)+aR +(R-R)

- a(R-R)<2(R-R)

Arcs et angles orientés
Exercice n°9

>

T [
Feanauns?
e N

S r

a 3 h, une mesure da 1 h, une mesure ga 4 h, une mesure

, Vs , T , 2m
'angle EStE I'angle estg 'angle est?

'angle est/r

ja@ 8 h, une mesure

2ir
'angle est—
3

e

Exercice n°10
(figure en fin d’exercice)

) 24+ 3)mr |
1) Pwsque27ﬂ:( ) = 24;’T+1T:477+7—T= 2% 2 +LT, on peut écrire que
6 6 6 2 unt:l;dans
le sens trigo
(o, oM = 2x 2n+’—2T+ K kOZ :’—2T+ 277|107
. 36+ 2)mr
2) Pwsque—38ﬂ=—( ) = ~127- 2" = (-2n) AL
3 3 3 - 3
16 Sons igo
=—%’T+ 27107

3) Attention & la division par 3 :

Si 3x=—’—2T+ ok kOZ alorsx:—’—g+%T, KOZ

Pourk = 0, on obtientx, = —%T (point B,)

T 2 _ 31T

1" [

, on peut écrire(ﬁ,m) =6x(-27) -+ X kDZ

Pourk =1 on obtientx, =——+—=—==— (point B,
%, 6 3 6 o (P 1)

Pourk = 2 on obtientx, = —g+%T:7—g (point B,)

Pourk = 3on obtientx, = S 3><32n: Uryys

On retombe sur le poirfe,
5

_6 .

2n
3

De méme, pouk = -1 on obtientx_, = —I—GT—

On retombe sur le poirf,
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Exercice n°11
1) (Au départ, le point B peut étre choisi n’impootesur le cercle)

1]
(A AD) =7
4
(ALAE A
i
E
F
(4B AR =T
4

2) Par application de la relation de Chasles suages orientés de vecteurs :

(AC, AE) = (AC. AB) + (A8, AE) (2n) (AD, AF) = 4D, A8) + (A8, AF ) (2n)

= - (AB, AC) +(AB, AE)(27) =~ (AB, AD) + (B, AF ) (27)

_—7—37 7—(;7(277) __3771{_377](2”)

= () =~ (o) =2 (2

(A7, AC) = (AF A8 + (AB.AC) (2n) (A%, AE) = (A%, AB) + (A8, AE) (27)

:—(KE,KIE)+(K§,K6)(ZH) =—(KI§KI3)+(K—B'KE)(2H)

() {5}

137 117 _ 23t __n

=2 () =% (2n) = 2= (2n)

Exercice n°12

1) Si le triangle AEF est triangle équilatéral direators AE=AF et

()= A

Si le triangle ABC est isocéle rectangle directAgnalors AB=AC et "

(A—B,E)z’l {3
2 o

]

2) Par application de la relation de Chasles surategles orientés de

vecteurs, et de la propriété—ﬂ,(l)=(ﬁ,—(l)=(ﬁ,(l)—ﬂ(2ﬂ), on

détermine :
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(EF BC) = (EF  EA) + (EA.EC) + (EC BE) (2n)

:_’_37+(_2_;Tj+(_%j(2n) _’_T+31_’g+(—ﬁ5, ~CB)(2n)

=_3:%7(2ﬂ) _%T(Zﬂ) _i(’)ﬂ(ﬁz CB)(ZH)-%T+%+ (2n)
= a2 = (2m)= - (2n)

(AF.CB)=(AF,AE)+(AE,AC)+(AC,CB)(21)  (AF,EC)=(AF,AE)+(AEEC)(2n)

:_7_3T+ —2—9+(—@@)(2n) =(AF,E)+(—E—A,§)(27T)

:_%H(éﬂéé)—n(zn) :_%T*iagé)‘”(z’;)m .

S WL T om) = -8 (am) = 3 o) "3 10 =5 (2 T ()
1 4 60 60

Angles associés
Exercice n°13

2
1) En appliquant la formule (sinx)2 +(cos>()2 = on peut écrire (cosx)2 = 1—(%) = l—%zg, donc
8 _2/2 8 2[ T 272
COSX = 5= 3 COSX = — 5= 3 . Mais pwsque§< X< 71, cosx< (donc|cosx=———
1
Parswtetanx:ﬂ—i:—lx(— e j—— 1 :_£2
cosx 22 B 2/2 a/ 2 4
3
2 2
2) En appliquant la formulésinx) 2 +(cosx) = /, on peut ecnr{sm”) = 1—(%\/ 2+\/_2j =1 2:/_2 _2 :1/_2
On devrait donc ecrlreln—— \/_ ou S|n—— ,/2 /2
MAIS pU|sque0<]—T< 7T, Sin— > 0, de sorte quesm— = —
8 8 8 \/ 4
Exercice n°14
Pour tout reek, co x|=sif Z-[ Zax]|= sif-x) =~ sirx
coy 37-X) = co§ Z+m-x)= cdsT-Xx)=- cot, 2

formule connue

Enfin, sin(—3—ﬂ— xj =co Z—T—( s
2 2
car sir{u)= coEg—u)
Ainsi
A(x) =cog( 37— x) + CO€ >t xj + siEn—S—;T— x)

=—-CO0SX— SinK+ coxX

__Z_Xn: cof Z+x)= cos

car cogu)= sf%—uj
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Exercice n°15
a=b+2km,kOZ
N S . . . . (my 1 .
1) Puisqu’on a I'équivalencsina = sinb = { ou et puisquesin| — | =—, on peut donc écrire que :
6 2
a=m-b+2kr,kOZ

X=7—T+2k7T,kDZ

. 1 . (T 6 A .. T _ 5
SINX=— « siNX= sin — | = . Mais I'énonce impose- < x< 77, on en déduit donpx = —
2 S 2
X=?+2|7T,IDZ

1v7 /4 117 /4 /4 1
2) Puisque—— = 77+ —, on peut écrir&e0S—— = co$ 77+— |=— cos— ||=—=+/ 18 !
) | 10 10 { 10 { 10) % j 4 \é_

10

. . Lo 1T
3) Puisquesinx= 0 et cosx< (0, une mesure de I'angle se trouve dans le « quad-Ruest », c’est-a-dire- < X< 77

2
a=b+2km,kOZ J
Puisqu’on a I'équivalencseina = sinb = < ou
a:ﬂ_b+2kﬂ,kDZ sinhe = 01
. (T 3 i
et pwsquesm(gj 2%, on peut donc écrire que : cosx =0
0

|
Vid
Xx=—+2km,kOZ
sinx=£ < Ssinx= sir(zj - 3 \
2 3 2

x:7§+ZﬂJDZ

o ) L T o 2
Mais puisque I'énoncé |mpos§ < X< 77, on en déduit dongx 2?
4) La calculatrice a ici nous aide;:_'l:li_.I Fof. 759

1.82347e582

& MAIS ATTENTION ! N

Puisque I'énoncé imposaD[—lr,O], il faut retenir celui des deux angles que lawaltice ne nous donne pas, a savoir
a=-1,82rad| a 10° prés

Calcul algébriques a I'aide d’expressions trigonontéques
Exercice n°16

1) On développe : Pour tout rée1- cogt)( &+ cos)= 2—( cag”=|( st)’

2) Pour tout nombre réal, :cos' x— siri‘x:( coéx)2 —( siﬁx)2 =( coxX — sﬁx)( chs+ §i>n] =| dos 5

1
Puisquecos’ x— sirf x= coéx— sifix, on poursuit :

cos x— sirfx= co%x—( 2 ccfsx)z coz— +1 c%)sz

Exercice n°17

1) Pour tout réek, cos(X )= cost+x F co( )cos(-) si( )sin(=) éox ) i)

Dans I'exercice précédent, on a établit qoe x — sirf x = coéx—( t c029<)= cég- +1 c%)s:
D’ou I'égalité demandée

2) En remarquant qu%zg—%, et en appliguant la formuleos@—-b )= cosé )cod( ¥ sim( )sih(, il vient :

cof )= cof Z-11) = ol odd]s 4 {@=1x£+ﬁx£2=f2+f6

12 3 4 2 2 2 2 4
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Exercice n°18

Les équations trigonométriques, qui posseédent eérgéune infinité de solutions (sauf si on restrdintervalle de
définition), se résolvent presque exclusivemenitéisant les équivalences suivantes :

a=b+2kmr,kOZ a=b+2km,kOZ
cosa= cod < { ou etsina=sinb = { ou

a=-b+2km,kOZ a=m—b+ 2k ,kOZ
ainsi qu'a partir de certaines formules de trigoatia

cogx) _2 Puisquecos(Z—Tj L V2 ,on adonc
2 4 2
X= IZT+ 2k ,kOZ

oux:—IZT+ X kOZ

cos(x)zg = Cco§x)= co%iﬁ =

. (Y 1 . 1 . .
Puisquesin| — |==, on a doncsin(3x)== = sin X)= sin—
| (6j 2 (3923 - s 3) 'EGJ

N =

sin( )

3x="4 2k kOZ x=TL+ 27 v 0z,
_ 6 18 3

ou 3(277—(2)+ X kOZ oux:5—ﬂ+&,kDZ
6 18 3

Ne surtout pas oublier de diviser égalemengks7,k0Z par 3!

co 3<+7—T = Co x+£ co 3<+LT = Cco x+7—T
4 3 4 3

ax+ X =+ L+ X kOZ ox=" -y kmkDZ
4 3 3 4

ou3<+5:_(x+ﬂj+z<nkmz ouax=-"-"4 xmrkoz
4 3 3 4

ox="L + Kk kOZ x=2L +kmkOZ

i 12 A 24

oudk=-""T4 xmrkDZ |oux=-1Z+XT vz

12 48 2

coy ) = sif{ %)

En utilisant la proprlete:os(z - Xj = sinX , I'équation devient équivalente a

_ ox=2 _3x+ Kk kOZ =Ty xmrkoz
COS( 2(): CO%E_ Sj < 2 = 2

2x=—7—2T+3x+ Xk kOZ —x=—7—21+ Xk kOZ

x=’—2T—2kn,kDZ =’—2T+ Kk OZ (aved' =—k )

X=7—T+2k7T,k|]Z

\Y,

N

cogx)
L'équation coq x =£ = CO$X)= C SLT ayant pour solution
2 4

oux:—lzr+ X kOZ

On en déduit que I’inéquatioms(x) 2

V2 a pour solutions U {_7274_ 2k7r,%+ ZKH}

2 kOZ
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sin(3) > = 3x=2+ 2k kOZ
2 ys . . 1 (T .
L’équation sm(3x) =§ = S"{Ej ayant pour solutions<: 77
ouX=7m—-|— |+ X kOZ
(&)
x=ZL+ 27 \ g,
18 3 ,(Ne surtout pas oublier de diviser égalemengksr,k(Z par 31!),

ou x=5—ﬂ+& kOZ
18 3

P Wt i Wil

18 3 '18 3

on en déduit que I'inéquatiosin( 3x) >% a pour solutions | J
kOZ

[77 2k 5 Z(IT}

Exercice n°19
1) Puisquecos@+b)= cosé )cos( + sia )sib( et cos@—b)= cosé )cod( + sia )sib(, en additionnant les deux

cos@+b)+ cosé-b

2

p+tq
2

lignes, on obtientos@+b)+ cos@—b F 2cos( )cos(, c'est-a-direcos@)cosh F

2) Sion posep=a+b et g=a-b, on aura, par demi-somme et demi-différenae; et b:%’ de sorte

gu'en remplacant dans 'écriture  cos@)cosly F COS@+b)J2r cosk —b ’ on obtiendra

P+q . P=0_cosp+ cog
2 2

COS

+ -_—
, C'est-a-dire I'égalité souhaitéeosp + cog| = 2005pz—q Cogz—q

+ -
3) En appliquant la formuleosp + cog) = Zcog—q Cegz—q aux deux termes extrémes du membre de gauche de

I'équation, on obtientosx+ cos& = ZCOé% CGXS_Z—BXZ 2dox  ¢ex)=  2(cog 2 (&

L’équation cosx + cos2x + cos3x = 0 devient alors équivalente a
cos( %)+ 2cof 2) cdx)= @ cpsxf| +1 26a3|=

= cog X)=0 ou % 2cds)=

La premiére équatiosos( ) = ( est équivalente 2x =g+ krkOZ < |x =7—:+ kLZT,k 0Z

La deuxiéme équationos(x) = —% est équivalente fx = 12?”+ 2k kOZ

Trigonométrie et fonctions
Exercice n°20

1) f est définie et dérivable surR en tant que fonction polyndme et pour toukOR,
f'(x)=-12¢+3=J1- 4°)= § & 2)( * %)

On en déduit le signe dé&'(x) et le tableau de variation de :

x -0 /2 12 +C0
Fx| — 0 + 0 — _
e 05 Y &
J 3-1.5 / \ [

(pour les limites :lim f(x) = lim —=4x® = -0 et lim f(x) = lim =4 x® = +o0

X — +0o X — +00 X — —00 X — —0o
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sa="+krk0z |a=Z+Z7 oz
6 18 3

. 1 . L
2) L’équatlonsm?a:E = sw{l—g est equivalente aou = < 0u

=m0z |a=2+37 07
6 18 3

Les solutions appartenant a I’interva[l@'Zﬂ] sont obtenues pok =0,1,2 et | =0,1,2. Leurs valeurs rangées dans
T, 57T 137 17m 257 ZQT}

18 18 18’ 18 18 18

3) Pour tout nombre réel sin3a = sina+ &)= sifa) cob &+ sihd) cfa)

Puisque par ailleursos( 22) = 2coéa- & 1 2sfra et puisquesin(2a) = 2sim cos, on obtient :

sin&a= sir(a)(l— 23iﬁa)+ 2sifa) cda) cfa)=

=sin(a)- 2sira+ 2sirfa)( coa)zz sifa)- 2sim+ Zs(ia)( -1 éi&u)

=sin(a)- 2sifa+ 2sifa)- 2siha=- 4sita+ 3s(a)

I'ordre croissant so

4) L’équation f(x)=0 s’écrivant —4x3+3x—%=0, on pose X=sin(@), et [Iéquation devient

—4(sina)3 + 3sim = % c’est-a-dire, compte tenu de la questionsi), 3a =%

Or la question 2) nous fournit les valeursadslutions aD{E 5—” 197 10T, 251, ZQT}

18" 18" 18" 18 18 18
. . , R . . . , L 17m R
Puisquex =sin(@), il reste a « extraire » les trois valeurs diffées de sinus. En effet, les re(:aLJrg et ET} ont méme

. . 177 T : A : R ., om  13m
sinus, puisque~ = 77~ et puisque pour tour, sin(a)=sin(77—~a). De méme, les reelsl§ et T8 ont

R . o , 25T 29 . . .
méme sinus, ainsi que les reelsE et E Les solutions de quuatlonf(x)=0 sont donc

(T 5 2571
x<sin :sin — | ;si
18 18 18
La calculatrice fournitx=0,17 , Xx=0,77 et x=-0,94 4 0,01 prés

Fonctions trigonométriques
Exercice n°21

1) On calcule f (0)= sin(2x 0)= sin(OfF | f(—) S|n(2><—) sm@)_— f(—) S|n(2><—) sm@)_—

f(’—T)=sin(2x5)= singr)=- 1, f(’—T)zsin(zx’—T)= sin€)=—, f (1) = sin(2x )= sin(27 )= (

2) R est symétrique par rapport a 0, et pour taliR, f(-x)= sm( 2(- )) sif— X) =~ sif )=-f %, ce

car la fonction sinus est impaire

qui prouve qué est impaire. Sa courbe représentative est donétsigime par rapport a I'origine O du repé@;r; I)

3) Pour toutx réel, on calculef (x+ 77) =Sin(2(x+ ﬂ)) = sin( X+ 27)= sif &)=f X . f est donc périodique de

car la fonction sinus est
périodique de périoder2

s 371}

période 77. Il suffit de I'étudier sur un intervalle d’amplide 7z, par exempl{ 4
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. m Vs T T :
4) Pour tout nombres réedsetb de I’mtervalle[— } avec—z <a<bs< 7 on a—E <2a<2b< > et puisque

. . . T (o . . (T
la fonction sinus est strictement croissante [S‘UI’—;E] on aboutira asm(—zjs sin( &) < si{ B)< S"EE)'

TN

T
c’est-a-dire &-1< f (a) < f (b) < 1. La fonctionf est donc strictement croissante %urz;z}

T 3
Pour tout nombres réetsetb de l'intervalle [ZI} avec%s a< bs%T, on a]—sz 2a< Zoss—g, et puisque la

fonction sinus est strictement décroissante[s;acs—g} , on aboutira ésin(gj > sin( 2) > sir{ B)= siﬁg—g) c'est-

T 3T
a-dire a1= f (a) > f (b) = —1. La fonctionf est donc strictement décroissante[szﬁj]

5) Représentation graphique de la fonctiosur I'intervalle{— >

Exercice n°22
1) Pour toutx réel —1< sinx< 1= X— IS x+ Sik< X+ 1= x— K f ¥ ¥x+

2) Puisquelim x—1=+0c , on conclut, en utilisant le théoreme de minorgtio

X — +00

qgue limf (x)=+c . Puisque limx+ % -, on conclut, en utilisant

X — +00 X — —00

le théoreme de minoration, que lifmx € ¥ .
X — =00

Exercice n°23
1) Puisque pour tout ré&| on a-1< cosx< ], alors pour touk>0, on al-1< 1+ cox< ¥ 1= & % cas< , et par

L . . 0 1+ cox 2 ¥ cox 2
division par+/x qui est >0, on déduit que= < ———<—= <= 0S— ——<—".
P A RN RN RN NR
Puisquelim 2 =0, en application du théoreme d’encadrement « dedagenes », on dim f(x) =0
X — +oo X X - 00

2) Commencons par la limite lorsque— +c . On peut donc supposer oxD.
X . XSsinx <X

Puisque pour tout rég| on a—1< sinx < 1, alors pour toux>0, on a < — <—
x+1 x°+1 x°+1

D G | C Ly
=lim —=Ilim ==0, en application du théoreme

e G . .
=lim —=Ilim —=0, et puisque lim 5
X — +00 X

2

Puisque lim — 5
X H00 Y +1 X to Y Xt Y X o0 Y +1 X400 Y

d’encadrement dit « des gendarmes », on conclutliquef (x) =0

X — +00

La limite lorsquex —» —oo se traite a I'identique : on peut donc supposenxgo.
X Xsinx <X

Puisque pour tout réed on a -1<sinx<1, alors pour touk<0, on a——<———<—
X*+1 x°+1 x°+

1 ('inégalité est en sens

inverse de la prcédente)

. . -X I G | . . .

Puisque lim =lim —=lim —=0, et puisque lim =lim
X 00 Y +1 X to Y Xt Y X o0 Y +1 X400 Y

d’encadrement dit « des gendarmes », on conclutliquef (x) =0

X — +00
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Exercice n°24

1) On a clairementh < A, <A,. On calcule :A = OA><2PM _1x szmx, puis par proportionnalité de l'aire et de la nresu

. X R .
du secteur angulaired, :E (car un angle d&sr rad correspond & une aire de’ = 77cm?, donc un angle dex rad

OAx AT _1xtanx _ tarx
2 2 2

correspond a une aire de<2£ =§). Enfin A, =
T

PuisqueA <A, <A, alorsLSX <§ <ta_£1x L

En multipliant les trois membres de I'inégalité gaon obtient le résultat attendu.

. ! L : sinx
2) En utilisant les deux premiers termes de 'inégabn asinx< x « —— <1 (carx>0)
X

N . s sinx
En utilisant les deux derniers termes de I'inédatliin ax <tanx = x<
COSX

sinx
= cox<—— (carx>0)
X

3) Puisque pour toux>0 , cosx <

X . . L Ly
<1, et pwsquellrr(\)cosle, on en conclut en application du théoréme
X

sinx

d’encadrement dit « des gendarmes », hme— 1
x>0 X
4) si x<0, la configuration des triangles et des sectaugylaires reste la méme, mais les mesures de (@iri doivent
sinx tanx
étre positives !) sont alors égale\e= - — A=—— et A=—ro

sinx _ X tanx .
On a donc, poux<0, _T < _E < ——2 = —sinx<-x<-tanx.

. . N . -sinx sinx
En utilisant les deux premiers termes de I'inégalin a—sinx<-x - <le <1 (car x>0)
—-X X

En utilisant les deux derniers termes de l'inédalit

- - sinx Sinx . , . .

on a-x<-tanx « —x< = COX< = cog<—— (car x>0). La conclusion de I'exercice reste la méme
cosx -X X

Exercice n°25

L sin5x _ sin & 5_sin& sinu
1) On écrit, pour toux>0 ,—:—% ==—X . En posantu=5x, on allmu 0, et pwsquellm——l
BX 2x 2 5 u

sin 5x b SINSX _ 5

on en déduit donc quling =1, donc par produmrrtl)

2

. x _1 3x sinx X
2) On écrit, pour toutx>0 , — == Pwsquellm——l on a aussiim——=1, donc en particulier
sin&  3sinX’ X x=08inx

. 1

lim— =1 (quitte a poseu =3x), d’ou, par rodU|tJ|m ==

x-05in 3x (@ P ) parp osin3 3

3) On écrit, pour toux>0 , s.|n5x = Sm5(x _4( X—&=—5 smE _)4 . Encore une fois, puisquernm:l et

sin 4x X sink & 4 & sin¥ x-0  BX

lim— =1, on conclut, par produit, quanm SN _ 5

x-05in 4x x-0sindx 4

i sinx
4) On écrit, pour toutx>0 , tanx __sinx__ I 1 . Puisquelim—— =1 et puisque Ilmcosx 1 donc
X  XCOSX X  COX x-0 X

Iimi =1,o0n conclutquélmta— =1x1=1
x-~0 COSX X

Exercice n°26
1) f(X) =xcosx— 2sirx .f est définie et dérivable siR en tant que somme et produits de fonctions gsid.

Pour toutxOR f'(x):lxcosx+x><(— sirx)— X CO%= COS—X SH+- 2C® donc|f’(x)=—cosx—xsinx

dérivée d'un produit
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2) f(x) :SI—QX . f est définie et dérivable syreo;0[ 0]0;+eo[ en tant que quotient de fonctions qui le sontaett le

dénominateur ne s'annule pas $tieo; 0 0] 0;+oo| .

- (sik X 1 X cogx— Si

|
> > donc
X

Pour toutx0]—-e0; 0] O] 0;4+eo[ '(X) = (cosx )x xX

dérivée d'un quotient

XCOSX — SinX
f'(x) =—‘

X2

3) f(x)=ﬂ. f est définie et dérivable SUR\{]—ZT+ kn,kDZ}:U}—]—ZH k7T,]—2T+ kn{ en tant que quotient de
COSX

kOZ

fonctions qui le sont, et dont le dénominateur’aeraile pas suR\{Z—ZT+ kT, k DZ} = U}’l+ k;r,Z—;+ kn[
kOZ

PourtoutR\{g+kH,kDZ}:U}Lﬂkm’_zﬂk,{,

kOZ

1
F1(x) = (oS (Cox ) (sim ¥ £ sim ) (cos®) (sin®) (cosx)*
(COSX)2 ( COS()Z 1+ (sinx)22 =1+ (tanx ¥
dérivée d'un quotient (COSX)

4) f(x) =cos(X )~ sin(X .f est définie et dérivable si®R en tant que somme et produits de fonctions gsiie.
Pour toutxOR  f'(x) =3x(-sin(3)) - 2¢( cos(® )=~ 3sin@@ 2cost2 dong| f'(x) =-3sin(3)- 2cos(2 ‘

Exercice n°27

Sur | =R, on calculef'(x) =-3sin3 , puis f @ (x) =-3? cos X, puis ¥ (x) =3 sinX et enfin f ¥ (x) =3* cos X, ce
qui nous permet de conclure, de maniére « cychqgee :

Sin=4m, f((x)=3"cosx Sin=4m+1, f(x)=-3"sin X

Sin=4m+2, f™(x)=-3"cosX Sin=4m+3, f(x)=3"sinX

Exercice n°28

i f(x)-f(0
1) Si on posef (x) =sinx, définie surR , puisque f (0) = sin0= 0, la limite Iirrg)m se réécritlirrgLo(). Orf
X— X X X =

i f(x)—-f(0
est dérivable surR et pour tout xOR, f'(x)=cosx donc Iingsmleing (x) O( ):f'
X— X X X -

(0)=cos0= .. Ainsi

sinx

lim——=1
x-0 X
2) Si on pose f(x)=cosx, définie sur R, puisque f(zj:co{ﬂjzc, la limite Iirr)T cosx se réécrit
2 2 o X——

f(x)—f(Zj
Iin)T—”. Or f est dérivable sur R et pour tout xOR, f'(x)=-sinx donc
xaE X ———

2
f(x)—f(gj

lim 22X = jim =f’(7—Tj=—sin(7—TJ=—1. Ainsi lim £2X =1 .
W mo.r T 2 2 L m

2 X—— 2 X—— 2 X——
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Exercice n°29
1) La fonctionf définie par f (X) =sinx— 2cox est continue suR en tant que somme de fonctions qui le sont, donc i

existe une primitive définie suR par| F(X) =—cosx— 28in>(‘
2) f(x) =sinxcosx. f est définie et continue stk en tant que produit de fonctions qui le sont,@irgout xR,
f (X) = cosx sinx, donc de la formef (x) =u'(X)u(x), ot u(x) =sinx= U’ (x)= cosx. Ainsi une primitive surR

2 . 2
u(x sinx
def est définie p%dz(x):( ( )) =( )
2 2
COSX A/ _ | | |
3) 1 )_ in? f est définie et continue suR\{k7z,k(JZ} en tant que quotient de fonctions qui le sont, le
X

dénominateur ne s’annulant pas, et pguappartenant a lI'un des intervalle]skm(k +1)77[, f étant de la forme

u'(x)

f(X)=—-, ou u(x)=sinx= u'(x) = cosx, elle admet une primitive sur chaque interv%llder,(k +1)n[

(u())"
1 1

définie patF(X) = ———~=—"—
inie patF(x) u(x)  sinx

sinX Vs . . ,

= k—,kOZ}: en tant que quotient de fonctions qui le sont, le
cos X 2

dénominateur ne s’annulant pas, et prumppartenant a I'un des mtervall%sk 2 (k +1);[{ f étant de la forme

_ v (¥)

f(x)=——2L, ot u(x) =cosx= u'(x) = sinx, elle admet une primitive sur chague interv e72—T;(k +1)7—27[

(u(¥)”

1
définie parF (X) :u— =

COSX

2+ sinx

s’annulant pas, et pot[JR, f étant de la formef (X) =

5 f(x)=

f est définie et continue siR en tant que quotient de fonctions qui le sonydeominateur ne

u'(x)

u(x

,ouu(x)=2+sinx= u'(x) = co, elle admet une

primitive surR définie parF (X) = 21/ 2+ sinx

COSX e . 1] : . . .
6) f(x)= Ginx f est définie et continue SL] ;—[ en tant que quotient de fonctions qui le sontddeominateur ne
sinx

u'(x
[, et pour toutxD}O;l—zT[, puisque f (X) = Losx :L

2
, N Vi
s'annulant pas, donc admet des primitives $0y— - ,
2 sinx  u(x)

10
u(x) =sinx= u'(x) = cosx, |F(x) =In(‘u(x)‘) =In(|sinx|) = In(sinx)|, puisquexD}O;Z—ZT[: sinx> 0.

7) f(x)=tanx. f définie est continue su}z; IT} en tant que quotient de fonctions qui le sonjdaominateur ne

sinx _ —u'(x)

cosx  u(x) o

s’annulant pas, donc admet des primitives }{127(; IT] et pour toutxD}g; 71] puisque f (x) =

~—

u(x) =cosx= u'(x) = - sinx, |F(x) = —In(|u(x)|) = -In(|cosx) = - In(- cox)| pmsquexD}Z }: cosx < C.
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Exercice n°30

1) On calcule J'Onsinx cosxdx = J'” cos simdx = :J':u’ (x)u(x)dx  ou  u(x)=sinx.  Ainsi

7 w(x) | 1 —
jo sinx cosxdx = — 2( sim)” - ( sin ﬁ) .|L’affirmation est dond/RAIE |
0

2
2) On calcule f@ dx =j1e§ x (In x)*dx =fu’ (x)xu?(x)dx ouu(x)=Inx.|Laffirmation est don&/RAIE]

Ainsi Le (In):()z dx {(u(x))g }e :[(In(x))s}e y (In(e))s (In(l))3 10O 1-.

3 3

. o . _ .
3) On peut déja écrire queJ'0 "sin® de=—j sirf xdx. Comme la fonctionx — sin*x est PAIRE sur[-77; 7],
=

(puisque(sin(—x))4 = (— sin(x))4 = ( sir(x))4), ona donc'[_onsin4 xdx = J.On sin’ xdx . |L'égalité est donEAUSSH

Exercice n°31
Pour toutx0[0,]], sinx = 0 et x* < x, donc X sinx < X sinx

1 1
On « passe aux intégrales » dans l'inégalité. Aj.né sinxdx < '[ X sinxdx

T

N]

2 2
Exercice n°321) | :Ixsinxdx I x)dx ou u(x)=x=u'(x)=1 et V(x)=sinx=v(x) =-cosx sont

0
continiment dérivables. D’'apres Ia formule d’ingégm par partiePP en abrégé)

= [u(v() - i

oy

u'(x)v(x)dx=[—xcosx];27—i (- cox)dx= G O] siw];ET =[]

3
X% sinxdx = x)dx ot u(x)=x*=u(x)=2x et V(x)=sinx=v(x)=-cosx sont
Ju(v(x) (%)

0
continlment dérivables. D’apres la formuléRP,

I :[u(x)v(x)]g—j;u’(x)v(x)dx [x cosx}

2) 1=

o'—.l\)\l{

us

3
Xx (- cox)dx= 6 (-}j 2 cosix
0

O'—;r\)\:l

r

o'—.m\:x

n
2 2
On calcule I’intégraIeJ:IZXCOSde en effectuant une ** IPP: J= ijcosxdx u(x)v(x)dx ou
0

u(x) =2x=u'(x) =2 etV (x) =cosx= v(x) = sinx sont continiment dérivables. D’aprés la formuléRiP,

s

T 2 U
u'(x)v(x)dx =[2xsinx|2 —j 2x cosdx =r7- G P sim|2 =7- . Finalement,l =77-2]
0

~—

| I—

ON\:'
|

J =[u(x)v(x

u(x)V(x)dx ot u(x)=e*=u'(x) =¢e* et V(x) =sinx = v(x) = - cosx sont contindment

Oy Oy

3) I :jexsinxdx:
0
T

dérivables. D'apres la formule PP, | =[u (x)v(x)]g - j u'(x) v(x) dx =[—ex cosx]z - j " x (- cox)dx
0

0
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Vs T T T
= e”+1+J'eX cosxdx. On calculeJ =jex cosxdx en effectuant une®®1PP : J =jex cosxdx=ju(x)v’(x) dx ou
0 0 0 0

u(x)=e*=u'(x)=¢€* et V(x) =cosx= v(x)= sinx sont contindment dérivables. D'aprés la formulelRP,

3 =[u(x)v(X)]; = Ju (x)v(x)dx=[ & sinx]:—jzeX sinxdx = 0- O-|

On aboutit donc a I'équatioh=€" +1—1 c’est-a-dire2l =€” +1 et on conclut ainsi qué =

je cosxdx = ju X)V(x)dx ou u(x)=€*=u'(x)=2e" et V(x)=cosx=v(x)=sinx sont
0 0

contindment dérivables. D'aprés la formuld®@P, | =| u (x)v(x)]g - j u'(x)v(x)dx :[ezx sinx]g -
0

227 sinxdx

=0- O—J- 26°* sinxdx. On calculeJ :J-Ze2X sinxdx en effectuant une®®IPP : J ='|'2e2x sinxdx = | u(x) v (x)dx

oty O

ol u(x) =26” = u'(x) = 4e* et V'(x) =sinx = v(x) = - cosx sont continiment dérivables.
D’apreés la formule dIPP,

J=[u(x)v(x):|g—Iu’(x)v(x)dx:[—Zezxcosx]Z—]j &7 (- cox)dx= &7+ 2 Ele2X coglx= e¥+ 2 1.

2
On aboutit donc & 'équatioh = —2e”” — 2— 4l c’est-a-dire5l = —2e”" — 2 et on conclut ainsi qué = —g(ez” +1)
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