EXERCICE1

Le plan P est rapporté au repére orthonormal direct
On désigne par T l'application de P dans P quuggoint d'affixez, associe le point M' d'affix@ = (1 +i)z—1i.
1: Montrer que T est une similitude directe déoRt on donnera les éléments caractéristiques.

On notera A le point invariant de T. Donner une unesle I'angIe&TVf ,MM"), en supposant que ¥IA.

2:a) Construire M' pour un point M donné.
b) Déterminer I'image de D' par T de la droite Bgdfationy = x. Construire D'

3:a) Montrer qu'il existe un point B du plan distimte A et un seul tel que les affixegde B etz ; de B' = T(B) soient liées par la
relationzoZ o = 1. Mettre en place B et B'.

b) Soit A' le symétrique de A par rapport a O. Menfjue les points A, A', B et B' sont cocycliques.
CORRECTION
1: L'application T est la similitude directe depart :

|1 +i|= \/_2 d'angle arg (1 + i¥ E et de centre le point A d'affixe; solution de I'équatiom= (1 + i)z —i. C'est donc le point

d'affixez, = 1.
Si M est un point du plan distinct de A, d'affixeet si M' = T(M) est d'affixe, on a :

Z=(1+i)z—idouz -z=i(z— 1) ou encore £ "1Z= .

On en déduit qu'un argument de ce nombre compkexe e
arg z-z)_1
z-1 2

R
Donc une mesure de l'angle demande—zest

2:a) On peut voir que la relatiann—z = i (z— i) implique aussi que le triangle AMM' est regbn
en M isocéle et direct.
D'ou le construction de M' a partir de M.

b) L'image de D par T est une droite D'.

Comme O et C d'affixe 1 + i sont sur D, il suffé donnaitre les images de O et C par T pour caenait
D"

Or, T(O) a pour affixe —i et T(C) a pour affixesifiple calcul )

On en déduit que D' = T(D) est la droite des ordasn

3:a) Il est demandé de déterminer I'ensemble degpbinels quez' = 1.
Ceci conduit a I'équation, en reprenant la débnifiantz az:
z[(L+i)z—i]=1ouencore?(1 +i)—iz—1=0ouencoref 1) z(1+i)+1]=0.
Le point cherché B doit étre distinct de A donc affixe est distincte de 1.
Onadoncz(l +i)+ 1=0 ce qui donnez:= 1, = :.

1+ 2

D'ou I'existence et l'unicité du point B.
Le point B a donc pour affixé;—l et B' = T(B) pour affixe — (1 +i).

b) C'est un application de la question 2 :

Le triangle ABB' est rectangle en B.

Comme A' a pour cordonnées (- 1 ; 0), on remargee’dp'B' est rectangle en A'.
Les points A, A", B et B' sont donc sur le cerdediamétre [AB].

Guesmi.B



EXERCICEZ2

Dans le plan orienté, ABCD est un carré de cotédeeentre O tel queAB ,ﬁ) = g | est le milieu du segment [AO]

Justifier une similitude directe et une seulketgle S(A) = O et S(B) = |
Déterminer le rapport et I'angle de S

Donne une écriture complexe de S dans le repétermrmal direct (A AB ,AD ).
On noteQ le centre de S. Démontrer que les droiteQ) At (QD) sont perpendiculaires.

oo op

CORRECTION
a. A # B et O# | donc il existe une similitude directe et uneledalle que S(A) = O et S(B) = |

b Le carré est de coté 1 donc la diagonale a pogukmurﬁ donc Ol =:11 \/_2

2
Le rapportde S est(1 = £ . L'angle de la similitude estAB, Oi ) = om ou _3n
AB 4 4 4
C. S est une similitude directe donc a une écrituraptexe
de laformez =az+b D C
A a pour affixe 0 ; B a pour affixe 1 ; D a poufixd i et C a
pour affixe 1 + i
O a pour affixe% (1 +i)etlapour affixe%1 @+ /
S(A)=Odonc%(1+i)=a><0+bdoncb=%(1+i) o)

S(B) =1 donc:ll(1+ i)=a+bsoita= :11(1+ i)—%(l +1)

a=—:11(1+i)

S a pour écriture complexe= — :11(1 +i)z+ %(1 +1)

On pouvait obtenia en tenant compte du fait que le rapport de laliside est p | et I'angle de la similitude est ara) (

f

donca = (cos +|sm ) \/7 \/7 \/E 1(1“)
4 4 4

d. Q est le centre de la similitude donc son affixest la solution d& = z
doncz-"(“')”—(“')@42——(1+I)z+2(1+|)=~(5+|)z 2(1+i)e z= 2‘;_:
Z=2w soitz= 2+ i donco= 2+ 2,

G+ (G- 13 13 13 13
A5 OF d-w) o= oo w-d
AQ,QD)= AQ ,QD) = .
( : arg(a-w] ou : arg[m—aj g-iusan9g

64..69

o-d=—+—i-i= ———|——(2 3|)etm——(3+2|)
13 13 13 13

done 278 = 373D o _i(3429=2-3id0nd @3 = 3igoncarg O )= T s 2knnz)
w-a  2(3+2i) 2(3+2i) 2 w-a 2

(AQ,QD) = —g + 2k (k0 Z ) donc les droites (@) et QD) sont perpendiculaires.



EXERCICES

Soita un nombre complexe non nul et différent de 1 dméotrigonométrique e'®.

On définit la suite de points (A de la fagon suivante : £est le point d'affixezo= 1 et, pour tout nombre entier natungbn note

A, le point d’affixez,, avecz, =1 +a+...a".

AnAn+1
et ———— pour toutn > 1.
) et toutn > 1

1. Calculer & ,_,A ;A A .,
n-1 n

. e 1
2. SoitQ le point d'affixew = —.
a. Montrer quez,,+ 1 —o = a (z, —®) pourn> 0. Interpréter géométriquement ce résultat.
b. En déduire la nature de la sui€@A(,,)
C. On suppose queDp < 1 Que se passe t-il quandend vers o ?
3. Placer sur la figure le pointfavec pour unité graphique 10 cm

.21

On prendraa = 0,9 e s puis construire les point A.. Ag. PlacerQ sur la figure.

CORRECTION
1. pourtoun>1, A A apour affixez,—z,_,= (L +a+ ... +a" '+a") - (L+a+..+a"" ') =
A A ., apouraffixez,.;—z,= (L +a+ ... +a"+a"" ') - (1 +a+ .. +a")=a"""*
Z . -7 n+1
donctt_n =8 _4
z,-z,, a

z -Z
(A n—lA nvA nA n+1) = ar{ﬁ} donc (A n—lA n'A nA n+1) =arg 6) soit (An—lA n’A nA n+1) =

n n-1
AnAn+1 _ Zn+1_zn _|a|_p
An—lAn Zn_znfl
1_an+1 1_an+2
2.a a#lz,=1l+a+..+a"= etzy,,=l+a+.. +a™t="_"2
1-a 1-a
1-a"*! 1 antt 1-a"*? 1 ant?
Zn—0®= - =— etzpi1—o= - =—
l1-a 1-a l1-a l1-a 1-a 1-a
n+1
doncz,.;—o=a =za(z,—o)

an

0+2km(kOZ)

La transformation S d’écriture compleze- o = a (z— ) estla similitude directe de centfe de rapportéa | =p et d’'angled.

A+ estdonc I'image de Apar la similitude directe de centfede rapporp et d’'angled.

b. S@Q) =Q et pour toun >0, S(A,) = Ap+ 1, doncQA 1 =p QA , donc la suite@A , ) est donc une suite géométrique de

raisonp, doncQA ,=p" QA

&

C. O<p<idonc lim p"=0donc

lim QA ,=0 donc A, tend ver.

n- +oo

d. Pour construire Iimage M’ du point M
par la similitude de centr® de rapport 0,9 et

d’anglez?n, il suffit de tracer QM), puis le point

M ; image de M par 'homothétie de cenfdede
rapport 0,9 et enfin image M’ de M par la

. 2
rotation de centr@ d’angle?n.

g'1lwusang




EXERCICE4
+3i =

Soitf la similitude d’expression complexe : zis— z+1

Déterminer le rappoktde la similitudef
2.a. Démontrer qué°f est une translation dont on précisera le vectaur

b. En déduire qué n'admet pas de point fixe
. . 1- . . . L
3. Soitt la translation de vecteu; w. Démontrer qué=t ° s, ous est une symétrie axiale dont on précisera l'axe.

CORRECTION

+
Soitf la similitude d’expression complexe : 2'4— 53| z+1

_ +3i
1. L’écriture complexe de est de la forme z' a z + b doncf est une similitude indirecte de rapplort |a | = ‘ 4 53| ‘ =1
. - . i 4+ 3i -

2.a. Parf , le point M d’affixe z est transformé en,M’affixe z, = z+1

. e . T & o ]
Parf , le point M; d’affixe z; est transformé en M’ d'affixe’ = 5 z, +1

+ 3i +3i - + 3i - 3i + 3i

L’écriture complexe dé of estz’ -4 31 (4 31 z+1j +1= 4+ 3 (4 31 z+1j +1=2z+ 4+ 3i +1
DonczZ =z+ 9+3i doncf °f est une translation de vectew d’affixe 9+ 3 .
b. Sif admet un point fixe A, aloifs(A) = A doncf of (A) = (A) = A ce qui est impossible puisqfieo f est une translation
de vecteur non nul dont n’admet pas de point fixe.
3. Soitt la translation de vecteu]2+E w. Démontrer qué=t° s, oUs est une symétrie axiale dont on précisera l'axe.
t~*est la translation de vecteu%Vv .

. e . e 4+ 3i -
Parf , le point M d’affixe z est transformé en;M’affixe z; = - z+1

+ 3i +3i — + 3i

Part™% le point M; d’'affixe z, est transformé en M’ d’affixe z' =z 9+3i = 4+3i z+1- 9103|

+ 1 — — i + P _ .
donc z' = 4+ 3i z + 1-3i donc soig =t~ of ; g est la similitude d’écriture complexe : z"l 3 z + 1-3i .

5 10 5 10
_ +3i

L'écriture complexe dg est de la forme z' a z + b doncg est une similitude indirecte de rappbrt |a | = ‘ 4+ 3i ‘ =1 donc est

une isométrie.

. ,4+3i (4+3i - 1-3i 1-3i _ 4+3i(4-3i 1+ 3i 1- 3i
g oga pour écriture complexe : z’ = zZ+ + = z+ +
5 10 10 5 5 10 10

, 4+3i (1+3i 1- 3i . .
Z=z+ X + = z dongg est une symétrie axiale.

- 5 10 10
On pouvait aussi montrer quie' of =f ot~ * (vérifier avec I'écriture complexe) et en dédujregog=t ‘ofof ot™!
gog=t'oTot™*!

, — . 1-
T est la translation de vectew ett™!est la translation de vecteur;w donct 'ofof ot *=1d etgog = Id donc est une

symétrie axiale.

Cherchons les points invariants gargM) =M < z == 4+53| zZ+ 11;' .
Enposantz x+iyavecxetyréelsona: 1x(+iy)=2 @4 +3i)k—iy)+(1-31)
Soit 10x+10iy=(8x+6y+1)+i(—8y+ 6Xx—3)

soit 2x—6y—1=0.

. . , . L . 10x=8x+ 6y+1 . [2x-6y-1=0
En égalant les parties réelles et imaginaires,btierat : soit

10y=-8y+ 6x— 23 6x-18y-3=0
g admet donc la symétrie axiale d’axe la droite d&epn 2x — 6y — 1 = 0.



EXERCICES

Un triangle ABC étant donné, on cherche a y inscuin triangle A B, C; dont les cotés soit orthogonaux aux cotés duadhea
ABC

1. premiére étape
On trace les droites orthogonales a (AC) en A,B)(@n B et a (BC) en C. Elles se recoupenten B, , C,.
Soitsla similitude directe telle qugA ;) =Cets(B1) = A

1 I
montrer que I'angle dseestz ou -3

a
b déterminer les images pades droites (A 1) et (B, C1). En déduire I'image de Cpars.

c Démontrer que le centre O slappartient aux cercles de diamétres [AB[CA ;] et [BC, ]. Placer O sur la figure
2. seconde étape

a Soith =s o0 s. prouver qué est une homothétie

b. SoitA’;,B' 1, C’; lesimages de A B, C; parh

Montrer que A’; appartient aux droites (OA et (BC)

C. Montrer que le triangle AB’ ; C’
3. Conclusion

Le triangle ABC étant donné, expliquer comment tame A; B, C;.

1 répond bien aux conditions posées au départ

CORRECTION
1. premiére étape
a. s est la similitude directe telle qeA ;) = C ets(B;) = A donc l'angle des est (A, B ,; CA). La droite (A; B ) est la

perpendiculaire en C a (AC) donc soit (B, ; CA)= g +2kmou soit (A, B ; CA)= —g.+ 2kw (k O Z) donc I'angle des est

I I

— ou——.

2 2

b. L'image d’'une droite par une similitude est une drditéemgle des estl; ou —1—; donc lI'image de (A1) parsest la droite

perpendiculaire a (€A 1) ens(A ;) donc en C donc I'image de (@ ;) est la droite (BC).
'image de (B, C;) parsest la droite perpendiculaire a{B ;) ens(B ;) donc en A donc I'image de (BC; ) est la droite (AB).

C ; est le point d’'intersection des droites;(B;) et (C; A1) doncs(C ;) est le point d’'intersection de I'image de ces droitesspar
donc le point d’'intersection de (BC) et (AB) donc 'imageGie pars est B.

. - : s L
C. Soit O le centre de la similitude direstedonc I'angle des estz ou -5

s(A1) = C donc OA,; OC) =+
[CA4].

.+ 2k donc le triangle OCA est rectangle en O donc O appartient au cercle de diameétre

NS

s(B1) = A donc OB, ; OA) =+ g.+ 2 k = donc le triangle OAB est rectangle en O donc O appartient au cercle de diametre
[AB ,].
s(C,) = B donc OC, ; OB) = + 1—;.+ 2k = donc le triangle OBg est rectangle en O donc O appartient au cercle de diametre

[BC4].
le centre O ds appartient aux cercles de diamétres [AB[CA ;] et [BC, ].

2. seconde étape
a La composée de deux similitudes directes de méme d@nest une similitude de centre O de rapport le produitajgsorts

et d’angle la somme des angles donc d’ar@[ek gj doncn ou (—g—gj donc -z, h est donc une homothétie de centre O de
rapport négatif.

b. h est une homothétie de centre O telle b(&,) = A’ ; donc les points O, Aet A’; sont alignés donc A’appartient a la
droite (OA,).

A 1=h(A;1)=sos (A1) =5(C)

'image de (G A1) est la droite (BC) or C appartient a,(& ;) doncs(C) appartient a (BC) donc A'appartient a la droite (BC).

A’ ; est donc le point d’intersection des droites (@At (BC).

C. On montre de méme Best le point d’intersection des droites (QBet (AC) et C’; est donc le point d’intersection des droites
(OC;) et (AB).h=sosdoncA, 0L COL A, etB, 0L AOTL B, etC, 0% BOWL CY)



EXERCICEG
l'image pars de la droite (BC) est la droite (AC’ ;) or s est une similitude d’angle ig donc les droites (BC) et (AC’ ;) sont
perpendiculaires.
'image pars de la droite (AC) est la droite (AB’ ;) or s est une similitude d’angle 41=2T donc les droites (AC) et (AB’ 1) sont
perpendiculaires.
'image pars de la droite (AB) est la droite (BT’ ;) or s est une similitude d’angle ig donc les droites (AB) et (BC’ ;) sont

perpendiculaires.
On a bien pour un triangle ABC donné, un triangle B’ ; C'; dont les cotés soit orthogonaux aux cotés dagheaABC.

3. Conclusion

Soit ABC un triangle quelconque.

Construisons les droites :

d, perpendiculaire en A a (ACY;, perpendiculaire en en B a (AB)a4 perpendiculaire en en C a (BC).

Les droitedd ; etd 3 se coupent en A d; etd, se coupent en B d, etd; se coupent en C

Les cercles de diametre [AB et [A 1 C] se coupent en A et en un second point O.

La droite (OA;) coupe (BC) en A

La droite (OB,) coupe (AC) en B;

La droite (OG) coupe (AB) en C;.

Ona alors pour un triangle ABC donné, un triangle, 8’ ; C’; dont les cotés soit orthogonaux aux cotés dagheaABC.

A

Bl

g°1usan9



EXERCICEY

On considére T la transformation du plan qui aunphbi (2) associe M'4 ) tel que Z =-3 iz +2+6i.

Ecrire les coordonnéasy de M' en fonction des coordonnéey de M.

Démontrer qu'il existe un point unique A invatigar T.

Démontrer que T est la composée de la syméttiegonale autour de I'axe X' ) suivie d’'une similitude directe a préciser.
Démontrer que T est aussi la composée de I'Hodtietde centre A et de rapport — 3 et de la syenétthogonale autour de la
roite D passant par A et de coefficient directeur

Quelles sont les droites du plan qui se transfot par T en une droite paralléle.

Démontrer que B T est une homothétie.

ocovuakrwpbr

CORRECTION

1. z=x+iyavecxetyréels,don@ =—3i(x—iy)+2+6i
Z=-3y+2+i(-3x+6)donc en égalant les parties réelles et inzga X =—3y+2ety =—3x+6

2. Un point est invariant par T si et seulement sixiste deux réels ety tels que x=—-3y + 2 ety=—3x + 6
X+3y=2 3x+9y=6 X+3y=2 x=2

x ety sont donc solutions dex: y = y = par différence terme a termeg : y =
3x+y=6 3x+y=6 8y=0 y=0

T admet un seul point invariant A de coordonnées0(2

3. Parla symétrie orthogonakeautour de I'axexx' ), le point M d’affixez est transformé en Md'affixe z; = z

Soitf = To salorsf: M 0 PL. M, DE—.M' doncf a pour écriture Complexa’::—3i21+2+6isoiii:—3iz+2+6i

f a une écriture complexe de la forghe a z+b doncf est donc une similitude directe.
A est invariant pas et T donc A est invariant par. f est la similitude directe de centre A de rappart = | — 3 i | = 3 et d'angle

arg @) donc d’'angle —;
f=Tosdoncfos=Tosos=TdoncT est la composée de la symétrie orthogonale auteliaxe & x' ) suivie de la similitude

directe de centre A de rapport 3 et d’angkg.—

4. Soith I'homothétie de rapport — 3 de centrehA,* est 'homothétie de rapport%de centre A,

[

h~'a pour écriture complexez:— 2 = —% (z—2)soitz =— = z+ g

w

Soit S=h"'o T alors S a pour écriture complexzs‘.:—E (—3iE +2+61) +2 =iz —g —2i+§ soitzZ=i z+2-2i.

S a une écriture complexe de la forzhe a z +bdonc S est une similitude indirecte de rappart#$ 1

A est invariant pah~* et T donc A est invariant par S.

Cherchons les points invariants par $ pweint est invariant par S si et seulement sixiste deux réels ety tels que :
X+iy=iX—iy)+2—-2isoix+iy=y+2+ik—2)
X=y+2 X-y=2
y=x-2 X-y=2
Les points invariants par S sont les points dedéel D d’équatiory =x + 2, droite passant par A et de coefficient d'erg? 1.

uesmi.B

x ety sont donc solutions de{: = X=-y=2

S=h"'oTdoncho S=hoh !oT=TdoncT estla composée de 'homothétie dereeA et de rapport — 3 et de la symétrie
orthogonale autour de la droite D passant par deatoefficient directeur 1.

5. SoitA une droiteh ™ * transformeA en une droite paralléle.

A est transformée en une droite paralléle si eeseet sh™" o T transformeA en une droite paralléle.

orh™'o T = S dona\ est transformée en une droite paralléle si eeseent S transforma en une droite paralléle.

S est une symétrie orthogonale d’axe D donc Sfowems A en une droite paralléle si et seulemerk st paralléle a D.

6. SoitH=To T alorsH :M DEq M, DE—>M' donc H a pour écriture complexg = — 3 i 21+ 2+6

soitzZ=-3i(3iz+2-6i)+2+6idong =9z-6i—18+2+6idong =9 z— 16 donc To T est une homothétie de rapport 9
et de centre A.





