DEVOIR 1

Exercice 1:
pour tout nombre complexe Z ,on pose : P(Z) = Z* -1
1)factoriser P(Z)
2)résoudre dans C I'équation: P(Z) =0
2 1
3)en déduire les solutions dans C de I'équation :(27—’_1)4 =1
7 —
Exercice 2:
on travaille dans le plan muni d’un repere orthonormal (unité:2cm)

soit A le point d’affixe 4 et (d) la droite d’équation: = = 4

=~

z —

A tout point M ,d’affixe z, on associe le point M’ d’affixe 2’ = 1

|

1)a)soit B le point d’affixe 1 + 3¢

déterminer I'affixe du point B’ associé a B.placer B et B’ sur la figure.
b)soit « un nombre réel différent de 4. On note R le point d’affixe x .
déterminer I’affixe du point R’ associé & R.placer R’ sur la figure.
¢)soit y un nombre réel non nul.On note S le point d’affixe 4 + iy
déterminer I'affixe du point S’ associé & S.placer S’ sur la figure.

2)soit M un point d’affixe z n’appartenant pas a (d) et différent de A
a)montrer que : |2/| =1

en déduire que M’ appartient & un cercle que ’on déterminera.

/ —
— €R

en déduire que (AM) est parallele a (S’ M)

(indication:on remarquera que : (2’ — 1) = k(z — 4) avec k € R)

b)Montrer que : :

c¢)en déduire une construction géométrique du point M’ .

effectuer cette construction pour le point C” associé au point C' d’affixe 2+

Exercice 3:

soit n un entier naturel non nul.

Soit f, la fonction définie par : f,(z) = 2"V — 22,V € [0;1]

on notera (C,,) la courbe représentative de f, dans un repére orthonormal
(unité:10cm).

1)étudier la dérivabilité de f,, en 0 et en 1.

2)calculer f/ (z) ,pour 0 < z < 1, et montrer que :

fl(x) et (2n+ 1) — (2n + 2)x ont méme signe.

3)donner le tableau de variation de f, (on ne demande pas le calcul du
maximum de f;,)

4)étudier les positions relatives des courbes (Cy,) et (Cp41)

5)tracer (C7) et (Cs) dans le repeére




DEVOIR2

Exercice 1:
ug = 1
on considere la suite (u,) définie par : Uy — Sty + 3 VneN
n+3
Up — 3

1)on pose v, = .
up + 1
Montrer que (vy,) est une suite géométrique dont on précisera la raison .

2) Exprimer u,, en fonction de v, puis en fonction de n et ug.
En déduire lim wu,

n—-+00
Exercice 2:
ug = 2
on considere la suite (u,) définie par : 1+u?
Un41 =
2un,

1)Montrer que : u, >0 ,Vn € N
2)Montrer que (uy,) est décroissante et minorée par 1 .
3)Montrer que (uy) est convergente et déterminer sa limite

Exercice 3:
On considere la suite d’intégrales :
= - - g L= " g (nem)
0 Oex—i—l’ 1 Oefc—i—l Jeeneeaeens , Ip Oex—l-l

1)calculer I; et Iy + I; .En déduire Iy .

2)calculer I, + I,+1 (n € N)

3)Montrer que (I, )nen est croissante .(indication : on cherchera le signe de
I,4+1 — I, en étudiant le signe de la fonction sous l'intégrale ........... )
4)Montrer que : Vx € [0;1] , p— < pr— < 3¢
en déduire un encadrement de I,

nT

5)grace a cet encadrement ,déterminer la limite de I,, et —Z
e
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DEVOIR3

ce devoir comporte douze questions a 1 point .la note sera ensuite ramenée
a 20 .

Exercice 1:

. . . L 1 .
baréme : une bonne réponse : 1 point .une mauvaise réponse : ~3 point
on consideére une suite (u,) positive et la suite (v, ) définie par : v, = 7 +n

Un
les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses 7
Vrai O FauxO 1) pour tout n , 0 < v, <1
Vrai O FauxO 2) si (uy) est convergente, alors (v,,) est convergente.
Vrai O FauxO 3) si (uy,) est croissante, alors (v,) est croissante.
Vrai O FauxO 4) si (vy,) est convergente, alors (uy) est convergente.

Exercice 2:

dans cet exercice, il y a deux réponses correctes a chaque question.Il faut donc

r .
essayer de cocher les deux bonnes réponses .Une bonne réponse donne 5 point

. 1 .
,une mauvaise enleve 1 point

On considere trois suites (uy,), (Vn), (wn) tel que u, < v, < wy,¥n € N

si (vy,) tend vers —oo ,alors :
(wy,) tend vers —oo

(up,) tend vers —oo

(un,) est majorée

(wy,) n’a pas de limite

ooook=

2)siu, >1, w, =2u,,et lim u,=Il€ER)
n—-+4oo

O (vy,) tend vers I

O (w,) tend vers +o0

O (wp, — uy,) tend vers |

O on ne sait pas dire si (v,) a une limite ou non

3)si lim w,=-2, lim w,=2
n—-+4oo n—-+o0o

O (vy,) est majorée

O (v,) tend vers 0

O (v,) peut ne pas avoir de limite

O (uy) et (v,) ne peuvent pas étre adjacentes

Guesmi.B



DEVOIR3

Exercice 3:

Dans cet exercice ,il y a une seule réponse bonne a chaque question .une bonne

réponse : 1 point .une mauvaise réponse : -3 point
L’espace est muni d’un repere orthonormal .

1)Soit A et B deux points distincts de I'espace .

. e ]
I’ensemble des points M tels que : HMAH = HMBH est :
O I’ensemble vide O un plan O une sphere

2)on considere les points F(0;1; —2) et F(2;1;0)

les coordonnées de G barycentre de (E;1) et (F;3) sont :

O (6;4;—2) O (1,5;1;-0,5) O (0,5;1;1,5)

3)Soit d la droite de représentation paramétrique : y =3t

on considere les points A(2;3;—3) , B(2;0;—3) et C(0;6;0) .On a :
Od=(AB)Od=(BC)0Od+# (AB),d # (BC),d # (AC)

4) Soit d et d’ les droites de représentations paramétriques :

z=1 r=3-2t
y=1+2t et y=7—4t
z=1+t z2=2—1
ces deux droites sont :0 paralleles O sécantes O non coplanaires
=4t
5)la droite de représentation paramétrique :¢ y =1+ 3¢ et le plan d’équation
z=2+2

2 —2y+5z—1=0sont :
O paralleles O orthogonaux O ni paralléles ni orthogonaux

Guesmi.B



DEVOIR4

Voici un exercice qui permet de manipuler différentes notions sur les nombres
complexes

Le plan est muni d’unrepere orthonormal (O;u, V") .
-1
A tout point M d’affixe z non nulle ,on associe le point M’ d’affixe 2/ = —
Z
1)Construire les images des points A d’affixe 1 + i et B d’affixe 2i
2)on pose :z =z +iy et 2’ =2’ + iy (z,y, 2,y réles)

)

a)Calculer 2’ et ¢’ en fonction de x et y

b)En déduire que O, M, M’ sont alignés
)

3)Montrer que :2/ + 1 = %(z -1

4)On note C' et D les points d’affixes 1 et -1.

on note I'* le cercle de centre C' passant par O et privé de O.

on suppose dans cette question que M € I'*

a)Jusitifier que |z — 1| =1

Montrer que : |2’ + 1| = |2/| .interpréter géométriquement cette relation.
b)En déduire une construction géométrique de M’ & partir de M

Guesmi.B



DEVOIRS5

exercice 1:
1) pour tout nombre complexe z ,on pose :P(z) = 2* — 1
a)factoriser P et résoudre dans C de 'équation: P(z) = 0.
2z+1
b)en déduire les solutions dans C de I’équation: (2_4-1)4 =1
”—
2)a)le plan est muni d’un repére orthonormal direct d’origine O
—1—-3i —14 3¢
5
b)démontrer que les points O,A,B et C sont situés sur un méme cercle que 1’on
déterminera

placer les points A,B,C d’affixes respectives:a = —2;b =

1
3) placer le point D d’affixe :d = —5
L, . L , a—c
écrire sous forme trigonométrique le nombre complexe 2z’ = 7
—c

C
déduire 1 ti——
en déduire le rapport: =—

Exercice 2:

Soit f la fonction définie sur [0; +oo| par :

2 -

z*+r+1 -
flz) = +72+€ z,¥Yx>0et f(0)=0
x

on note (C') la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére ortho-
normal (unité : 5 cm)
partie 1 :
1)démontrer que la droite d’équation y = 1 est asymptote a (C)

f(z) = f(0)

T
x tend vers 0. Que peut-on déduire pour f? Pour (C)?

2)pour z > 0, calculer . étudier la limite de cette expression quand

8|

3)démontrer que pour z >0 jon a: f'(z) = 1x4xe

4)dresser le tableau de variations de f.

partie 2 :

on note g la fonction définie sur |0; +oo[ par : g(x) = f(z) — zf'(x).

1)montrer que, dans ]0; +oo, les équations g(x) = 0 et 23 + 22 +2x —1 =0
sont équivalentes.

2)montrer que :z3 + 22 + 22 — 1 = 0 admet une seule racine réelle,notée o, dont

on donnera un encadrement & 1072 preés.

3)On pose A = m. Donner un encadrement de A & 107! prés (justifier) et

montrer que A = fq(a)

4) pour tout a > 0, on note (Ty) la tangente a (C) au point d’abscisse a.
montrer que (Ty,) a pour équation y = Az. Tracer (T,) et (C)

5)déduire des questions précédentes que, de toutes les tangentes (T,) , seule
(T,) passe par l'origine du repére.

6)on admettra que (7T,,) est au-dessus de (C) sur ]0; +o00[

a)résoudre graphiquement I’équation f(x) = m (discuter selon les valeurs de m)
b)résoudre graphiquement 1'équation f(z) = ma(discuter selon les valeurs de
m)

GUESMI.B



DEVOIRG6

le plan complexe et muni d’un repére orthonormal (O; @', ¥).(unité : 3 cm)
les nombres complexes z1, 29, 23, 24, 25, 26 que 'on va calculer dans cet exercice
seront tous exprimés sous forme algébrique et sous forme exponentielle.
1)résoudre dans C 1’équation : 22—32+1=0

V3 i _ V3

et z9

On pose : z1 = .Exprimer ces deux nombres sous forme
exponentielle et placez-les points M7, Mo d’affixes 2z, et zo dans le plan.

. . m
2) soit r la rotation de centre O et d’angle —.

calculer 1’ affixe du point M3 = r(Ms). Placer M3 sur la figure précédente.
V3+i

3) soit t la translation de vecteur w d’affixe — .Calculer laffixe z4 du

point My = t(Ms)

4 801‘5,25:i 1+4V3 et zg = =
2 V3
i—

écrire ces deux nombres sous forme algébrique et sous forme exponentielle.
placez-les points M5, Mg d’affixes respectives zs, z¢ sur la figure.

5)a) calculer 2$ pour k € {1,2,3,4,5,6}

b)en déduire une factorisation de 2%+ 1 sous forme d’un produit de 3 polynomes
du second degré & coefficients réels.

exercice 2:
Inx
on considére la fonction définie par : f(z) = —,Yz > 0. On note (C) sa
x

courbe représentative dans le plan muni d’un repére orthonormal (unité : 8 cm)
1) dresser le tableau de variations de f
2)a) donner une équation de la tangente (T) a (C') au point M d’abscisse 1.
b) construire (C) et (T) .
3)a)montrer que la tangente (T,,) au point N d’abscisse u est parallele a la droite
d’équation y = x si et seulement si : u® + 2Ilnu = 1
b) étudier les variations de la fonction définie par: h(z) = 2® + 2lnz, Vo > 0
en déduire que M est le seul point de (C) ou la tangente est paralléle & la droite
d’équation y = x

Exercice 3:

1) question de cours: prérequis:

1
> la fonction In est dérivable sur ]0; +oo[ avec: In’(x) = -

> In(1) =0

Montrer les résultats suivants successivement et en utilisant les propriétés ci-
dessus .

> In(ax) =Ina+InxVa > 0et Yz >0

> 1n(%):1na—1nxVa>0et Vx>0
2) Résoudre dans R équation : In |22 + 1| —In |2z — 1| =e

Guesmi.B



DEVOIR7

Theéme : Etude de fonction rationnelle

x> —2x+5
x-1
On note Cf la courbe représentative de f dans un repere orthonormé (unité : 1cm).

On considere la fonction f définie pour x # 1 par f(x) =

1) Montrer que le point A(1 ; 0) est centre de symétrie de Cf.

2) Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
En déduire que Cf admet une asymptote dont on donnera 1’équation.

3) a) Déterminer les réels a, b, ¢ tels que pour tout x # 1, on ait f(x) =ax + b +
X -

b) Montrer que la droite (D) d’équation y = x — 1 est asymptote oblique a Cf.

c¢) Etudier la position relative de Cf par rapport a (D).

d) Soit x un réel supérieur a 1, soient M et N deux points d’abscisse x appartenant respectivement a
Cfeta (D), exprimer la distance MN en fonction de x et trouver a partir de quelle valeur de x on a
MN <0,1.
4) Calculer f’ (x) et étudier son signe.

5) Dresser le tableau de variations de f.

6) Montrer qu’il existe 2 points en lesquels la tangente est parallele a la droite d’équation y = - 3x + 2.
Donner une équation de la tangente en chacun de ces points.

7) Faire un tableau de valeurs dans lequel on inscrira les images de 1,5;2;3;4;5 ;6.

8) Sur papier millimetré, tracer avec soin les tangentes, les asymptotes et Cf.

Guesmi.B



Soit f 1a fonction définie sur R \ {~1;1} par f(x) =

EVOIR8

Theéme : Etude de fonction rationnelle

3x% +4x -3
x2 -1

Cf est la courbe représentative de f dans un repere orthonormal (O ; i ;T ) d’unité 2 cm

1) Déterminer les réels a, b, c tels que pour tout x de I’ensemble de définition de f, on ait

fx)=a+ L + ¢

x-1 x+1

2) Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition. En déduire les asymptotes a Cf.
3) Calculer f ’(x) puis étudier son signe.
4) Dresser le tableau de variations de f.
5) Soit I le point de Cf d’abscisse O, montrer que I est centre de symétrie de Cf.
6) Déterminer I’équation réduite de (T) tangente a Cf en 1.
7) Etudier pour x élément de -1 ;1[ la position relative de (T) et de Cf.
8) Faire un tableau de valeurs et tracer Cf.
9) Indiquer graphiquement, suivant les valeurs de m, le nombre de solutions de 1’équation :

(3-m) x> + 4x + (m-3) = 0

, . 3x* +4|x|- 3
10) Soit g la fonction définie par g(x) = 1
X —

a) Etudier la parité de g

b) Montrer comment, sans nouveaux calculs, on peut représenter Cg.
Représenter Cg dans le méme repere, en utilisant une couleur différente.

11) Soit h la fonction définie par h(x) = |f(x)|

Tracer la courbe représentative de h sans calcul.

Guesmi.B



DEVOIR9

Theéme : Etude de fonction rationnelle

2x3 —x? —6x +1
x> =1

Soit la fonction f définie par f(x) =

1) Préciser les intervalles de R sur lesquels cette fonction est continue et dérivable

2) Etudier f aux bornes de son intervalle de définition.

3) Montrer que f(x) peut se mettre sous la forme ax+b+%
X —

4) Quelles sont les asymptotes de ( C ) courbe représentative de f

a, b, c, d réels.

5) Donner le sens de variation de f. Dresser son tableau de variation.

6) Donner I’équation de (T) tangente a ( C ) au point d’abscisse 0. Etudier la position relative de ( C ) et

(T
7) Montrer que I (0 ;-1) est centre de symétrie de ( C )

8) Construire (C ), ( T) et les asymptotes.

AIDE

1) f est une fonction rationnelle donc est dérivable sur tout intervalle de son domaine de définition.

2) Pour I’étude en - oo et + co mettre en facteur au numérateur et au dénominateur le terme de plus haut
degré.
Pour I’étude en -1 et en 1 distinguer numérateur et dénominateur. L’étude du signe du dénominateur
est indispensable.

3) On peut procéder par division ou par identification.

4) Silim f(x) = - w0 ou lim f(x) = + o, la droite d’équation x = a est asymptote.

X—a X—a

Si lim f(x) = b ou lim f(x) = b, la droite d’équation y = b est asymptote.
X — -0 X — 4+ 0

Si lim f(x) — (ax+b) = 0 ou lim f(x) — (ax + b) = 0, la droite d’équation y = ax + b est asymptote.
X — -0 X —> + ®©

5) 1l faut calculer la dérivée de f en utilisant la formule (Ej = w puis étudier son signe.
v v
6) La formule générale de la tangente au point d’abscisse xo de (C ) est y — f (x0) = f ’(Xo) (X — Xo).
La position relative de deux courbes d’équation y = f(x) et y = g(x) s’obtient en étudiant le signe de

f(x) — g(x).

7) Deux méthodes :
- changer de repere, en prenant I pour nouvelle origine
f(x,+h)+f(x,—h)
2

- calculer et le comparer a yo, Xo et yo €tant les coordonnées de 1.



DEVOIR10

Theéme : Etude de fonction rationnelle

Soit la fonction f définie par f(x) = (x-1)* + V=x> +2x +3.

1)
2)
3)
4)

5)

1)

2)

3)
4)

5)

Etudier la continuité de f.

Etudier la dérivabilité de f en -1 et en 3. Interpréter graphiquement.
Etudier les variations de f. Dresser son tableau de variation.
Représenter graphiquement la fonction f.

Montrer que la droite d’équation x = 1 est axe de symétrie.

AIDE

f est la somme d’une fonction polyndme et de la composée d’une fonction polyndme et de la fonction
radical.
f(x, +h)-f(x,)

La dérivabilité d’une fonction f en x( s’obtient en étudiant lim
h—0

Il faut utiliser les formules de dérivation : (u+v)’ =u’ + v’ (u") =nu’ u™! (\/E ) = %
u

Attention ! Un mauvais choix de I’intervalle de représentation sur calculatrice graphique peut donner
une idée fausse de la courbe.

Deux méthodes possibles : changer de repere en prenant par exemple € (1,0) pour nouvelle origine,
ou comparer f(1-h) et f(1+h).

Guesmi.B



DEVOIR11

Theéme : Etude de fonction rationnelle
et accroissement finis

Probléme
Soit f définie sur I = ]1,5 ;+oo[ par f(x) = 3 22 +Vx-1
-2x
On note ( Cf') sa courbe représentative dans un repere orthonormé d’unité 2cm.
Le but du probleme est de représenter ( Cf ) (partie A) et de déterminer une valeur approchée de 1’ abscisse
du point d’intersection de ( Cf ) avec 1’axe des abscisses (parties B et C).

Partie A

1) a) Déterminer la limite de f en 1,5. Que peut-on en déduire ?
b) Déterminer la limite de f en + .
c¢) Etudier la dérivabilité de f, calculer f ’(x). Montrer que f * garde un signe constant sur 1.
En déduire le tableau de variations de f.
d) Tracer ( Cf).

2) a) Montrer que f est une bijection de I sur un intervalle J a préciser.
b) En déduire que I’équation f(x) = 0 admet une solution unique r dans 1.
c) Montrer que 2 < r<2,5

Partie B

1) Soit A et B les points de ( Cf ) d’abscisse 2 et 2,5
a) Donner une équation de la droite (AB). Tracer (AB).
b) Déterminer I’abscisse d du point d’intersection de (AB) avec I’axe des abscisses.
c) Calculer une valeur approchée de f (d). Comparer alors r et d.

2) Soit ( T ) latangente a ( Cf ) en A. Donner une équation de ( T ). Tracer ( T).

3) Soit g la fonction définie sur I par g(x) = f(x) — (4,5x — 10)
a) Calculer g’’(x). Déterminer son signe. En déduire les variations de g’ en L.
b) Calculer g’ (2). En déduire le signe de g’ sur I, puis les variations de g sur I.
¢) En déduire la position de ( T ) par rapport a ( Cf ).

4) Déterminer c I’abscisse du point d’intersection de ( T ) avec I’axe des abscisses. Comparer c et 1.

Partie C
1

N

Soit h la fonction définie sur I par h(x) = 1,5 +

1) Montrer que f(x) =0 < h(x) =x
(Onadonch(r)=ravec2 <r < 2,5)

2) Montrer que pour x élément de [2 ; 2,5],

h'(x)| < 0,5

3) Montrer en utilisant I’inégalité des accroissements finis, que pour x élément de [2 ;2,5],
lh(x)-1/<0,5

4) Calculer une valeur approchée a 107 pres de r’=h(2,5), r’” = h(r’). Montrer que |r' '—r| <0,125

X-I'|

5) En déduire un encadrement de r.



DEVOIR12

Theme : Etude de fonction irrationnelle

Soit ( P), le plan rapporté a un repere orthonormal R( 0,i , T ) (unité graphique : 2cm)

Soient f1 et {2 les fonctions définies par f1(x) = x + m et f2(x) =x - m
On désigne par ( C1 ) la courbe représentative f1 et par ( C2 ), celle de {2 dans le repere (R )
1) Etudier la continuité et la dérivabilité de f1 en -1 et 1
Déterminer I’ensemble de dérivabilité de f1
Préciser les deux demi-tangentes a ( C1 )
2) Etudier les variations de f1
3) Montrer que la droite ( D ) d’équation y = 2x est asymptote oblique a ( C1 ) au voisinage de + o
4) Montrer que (C2)=Sy(C1)
5) Tracer (Cl)et(C2)

6) Montrer que I’équation f1(x) = 2 admet une seule solution dont on donnera un encadrement
d’amplitude 0,1.

Guesmi.B



CORRECTION DEVOIR 1

Exercice 1:

) Z4 1= (22— 1)(Z22+1) = (Z - )(Z + 1)(Z% + 1)
NP(Z) =06 Z-1=00uZ+1=00uZ2+1=0
& Z =1,—1,i ou —i (la derniere équation étant :Z2 = —1)

2 1
3)Posons Z = z +1 on a donc Z4 =1

d’apres 2) cela donne Z =1,—1,7 ou —i

2 1
Z=1s Z+1 — 1o 2floz—1&2=—2
Z:71@2Z+11:—1¢>2z+1:fz+1<ﬁ>z:0
2 1 —1—1 —-1—-19)(2+1
SN DN S D S G S DN Sl et k) | R )
z—1 2—1 441
1 3.
—— — =
5 5
2 1 -1+ —14+14)(2—1
NG o N DI VA R S D e s Gtk | C k)
z—1 2+ 4+1
1+3.
——+ =i
5 5
Exercice 2:
b—4 14+3i—-4 -3+ 3 —3+3)(3 -3
1)&)[)/: —_ = + L - = +Z:< + Z)( Z):Z
A-b 4-(1-3) 3+3i 9+9
r—4 x-4
b ! = = =—1
i E T i
, 441y —4 1y
c)s’ = — = — =1
4—(4+4dy) 4-4+y
z—4 |z — 4]
2 " = =
Al =1 = a3
or on sait que :|Z| = |Z|
donc [4 —z| = [4=Z| = |4 — z| = |z — 4] (on peut changer le signe,le module

ne change pas )

finalement on a bien :|2/| =1
(une autre méthode était de poser :z = x + iy)
on en déduit :OM’ =1 donc M’ € C(0;1)

z—4 1 z—4—(4-2)
b) -1 4z = 4—% _ z+z-8
z—4  z—4 z—4 C(z—-4)(4-2)

orz+z—8=zx+iy+r—iy—8=2r—-8€R

et (z—4)(4—%) = —(2—4)(—4) = — |2 — 4] € R en utilisant:ZZ = |72|)

(sinon on peut aussi poser z = x + iy....... )




finalement

-1
eR
4

!

-1
1 =keRsoit 2/ —1=k(z—4)

z
donc:

. N

et on obtient:S’M" = kAM .Cela entraine :(S'M")//(AM)

c¢)M’ se trouve donc a lintersection du cercle C(O;1) et de la parallele a
(AM) passant par S’.Un cercle et une droite ,lorsqu’ils sont sécants, se coupent
en deux points .cela laisse deux possibiltés & M’ .or un des deux points d’intersection
est S et M’ # S’

Exercice 3:

n.,/
1)lim Ful@) = fn(0) =lim g'vz - ot lim 2" 'z — 22 =0 car
x—0 xr — 0 x—0 x x—0

fn est donc dérivable en 0 (et f/(0) = 0)

rz—1 r—1 x—1 r—1 z—1 —y/1 —x
(écrire ,pour le dénominateur :x — 1 = —(1 — z) = —(v/1 — x)?)
fn n’est donc pas dérivable en 1

1—2x nz"12(x — 2?) + 2"(1 — 22)
2) f!(z) = na" "V — 22 +an =
) Inl@) 2V — 22 2V — 22

2" ' (2nx — 2na? 4 o —22%)  a"(2n+1—x(2n +2)
2V — 22 PAVE
du signe de (2n+1) — (2n+ 2)x car 2™ et 2v/x — x2 sont positifs (x € [0;1])

w 0 2n +1 1

2n 42
o 0 [
I 0 /! \ 0

D frar1(x) — folx) =22 — 22 — 2" — 22 = 2"Va — 22(xz — 1)
ceci est toujours négatif sur [0;1] (™ > 0,vVx — 22 > 0,1 — 2z <0)
Donc (Cj41) est en dessous de (Cy,)

)
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CORRECTION DEVOIR2

Exercice 1:
Unt1 —3  Bu, +3 Supn, + 3 — 3(un + 3)
1)’Un+17Un+1+17 Up + 3 Up +1 Uy + 3 Up + 1
Up  Up— 3 75un—|—3+1un_37 Sup +3+up +3 wu, —3
Up + 1 Up + 3 Up + 3

2up —6up +1 2 1

6w, +6u,—-3 6 3

(vy,) est donc géométrique de raison 3

—Up — 3
— S vp(Un+1) =up—3 S Vptp—Up = Uy —3 S Uy = vnni—l

2) v, =

rq:il convient de s’assurer ,pour la validité du calcul ,que le dénominateur
n’est pas nul .Ce qui va suivre en est une preuve .

on sait que (v,) est une suite géométrique de raison g.On a donc:

1 1 Uug — 3 1
Uy = (g)”vo = (g)"UO 1= —(g)" (et donc v, # 1)
—Un — 1
lim w, = lim " —3car lim v, = lim —(5)" =0
n——+00 n—+oo U, — n—-+oo n—-+oo
1)par récurrence :
ug=2>0
14 u?
supposons que : u, > 0 alors u,1 = 3 Un >0
Un,

14 u? T+u? —2u2  1—u?

i1 — U = tun o + uy, Up, u

si ’on montre que u,, > 1 ,on aura alors : u,4+1 — u, < 0 .Montrons le:.

1+ u? T+u? —2u, (1—u,)?
U —1=—2"1-1= n = >0car u, >0
ntl 2., 2u, 2y, - "
cela permet d’affirmer que : u, > 1 pour tout n > 1 .En effet si 'on applique
ceci pour n = 0,1,2...etc on obtient le résultat voulu pour uy,us,us...... .ceci

dit ce n’est pas trés génant car on a aussi : ug =2 > 1
nous avons donc montré que (u,) est minorée par 1 et donc est aussi décroissante

3) (un) est décroissante et minorée par 1 donc elle est convergente vers | > 1

. 1+ u?
onadonc: lim upr; =10r Uy = ”
n—-+oo Unp,
. . T+u? 14102
lim wupy; = lim — =
n—-+oo n—+oo  2u, 21

donc :




1412

on obtient alors : [ = S28=1+1P=?=1s1=1(carl > 1 et donc

21

1#-1)
Exercice 3:
1

1) Il:[ln(eerl)]l:1n(e+1)—1n2:1 ct

1 er 1et+1
Iop+ 1T de = [, 1dxe =1
ot = fO m+1 f€z+1 106x+1x fO x

e+

dOIlCZIOZI()—Fll Il—l—ln

n (n+1)z enT e(nJrl)a:

e 1e 1
2) In+1,(L+1 —{O wrieth wrrde =l —
1 e (e +1 1 et e —1
= Jo e + 1 dr = [, e"*dz = [T]O =
notons que ce calcul n’est pas valable pour n = 0 (cas traité au 1))
1 e(nJrl)z 1 nx 1 e(nJrl)m _ en®
3) Iny1 — I = |, e$+1dxff0 ew—l—ldx: e
e"(e® —1
= 01 e =1 )dx
e* +1
orona:e™>0,e"+1>0ete*—1>0,Vre[0;1] care® >e’ =1
la fonction a intégrer étant positive sur l'intervalle d’intégration ,cette intégrale
est positive .D’ou:(I,)nen est croissante

dx

dx

1 1 1
4)Vz € [0;1], e < e” <e! donc 2 < e” tlsetle —— < <=
e+1 4172
il sufﬁt alors de multlpher par e™® (qui est positif) et on obtlent
< < —
e+1 ~er+1 - 2
cet encadrement étant valable sur [0; 1] ,cela entraine : f[; ——dz < [; de <
e+ 1 er +1
1 e’ﬂil)
Jo —dx
1 e len le"—1 le —1
donc : [— b< L, <[=-—l e = <I, <=
One [ne+1]0_ n_[n 2 Jo ) ne+l — """ n 2
1 [,
1e” —1 n n
5) lim - = lim & € — toocar lim — =400
n—toomn e+ 1 n—too n e+ 1 n—+oo N
on obtient donc par comparaison : hm I, =+00
n—-—+oo
le—1 le—1 1 1
n I o 17 2n 17 on
d’ '4:M<£<n 2 o - e" 1 <= e
aprés 4) en —en T en ne—iil - "= n 12
1= 1=
cela entraine que : lim I, =0 car lim — € = lim — €~ =0 (facile &
n——+oo n e+1 notoon
n—-—+00

justifier ...... )
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CORRECTION DEVOIR3

Exercice 1:
on considére une suite (u,,) positive et la suite (v,,) définie par : v, = 1 inu
Vrai B FauxO 1) pour tout n , 0 < v, <1 "
Vrai B FauxO 2) si (uy,) est convergente, alors (v,,) est convergente.
Vrai B FauxO 3) si (uy,) est croissante, alors (vy,) est croissante.
Vrai O Fauxll 4) si (vy,) est convergente, alors (u,) est convergente.
1) u,, > 0 donc 11",“” >0 de plus u, <1+ u, = 1inun <1
2)un —l= v, = o - L (rq:l e _1)
1+ u, [+1
3)Un+1_vn _ Un+1 _ Up, _ un-‘rl(l + un) - un(l + un—i—l) _ Up+1 — Un
14+ upyr 1+u, (1 + tpg1)(1 + up) (1 + wpg1) (1 +uy)

du méme signe que uy41 — Uy
4)contre exemple :u, — +0o et v, — 1

Exercice 2:
On considere trois suites (uy,), (vp), (wy) tel que u, < v, < w,,Vn € N
1) si (vy,) tend vers —oo ,alors :
O (wy) tend vers —oo
B (u,) tend vers —oo
B (u,) est majorée
O (w,) n’a pas de limite
let 4 sont faux car w, peut tendre vers +00 .2 est une application d’un théoréeme
de comparaison .Finalement le plus embétant & justifier est 3 .comme (u,,) tend
vers —oo ,les termes de cette suite seront inférieur & 0 (au hasard) & partir d'un
certain rang .Ensuite il reste un nombre fini de termes positifs .Mais comme il n’y
en a qu’'un nombre fini ,on pourra toujours les majorer par une constante........
2) siun>1,wn:2un,etngrfooun=l(€R)

O (v,) tend vers [

O (wy) tend vers 400

B (w, — uy,) tend vers [

B on ne sait pas dire si (v,) a une limite ou non

wy, = 2u, — 20 donc le résultat de 2 et 3 en découle directement .D’autre part
v, navigue entre u,, et w, et donc n’a pas obligatoirement une limite

3)si lim w,=-2, lim w,=2
n—-+4oo n—-+00

B (v,) est majorée

O (vy,) tend vers 0

B (v,) peut ne pas avoir de limite

O (un) et (v,) ne peuvent pas étre adjacentes

avec les mémes arguments qu’au 2) on a les réponses du 2 et 3

(vn), & partir d’un certain rang,a tous ses termes seront inférieurs & 3 (puisque
wy, tend vers 2) et donc il ne restera qu'un nombre fini de termes que ’on pourra




majorer .....

1 1
pour 4 on peut par exemple imaginer :u, = -2 — — et v, = -2+ —

n n
Exercice 3:

N —_—
1)I’ensemble des points M tels que : HMAH = HMB‘

O Pensemble vide B un plan O une sphere (plan médiateur de [A; B] )
2)E(0;1; —2),F(2;1;0).les coordonnées de G barycentre de (F;1) et (F;3) sont

est :

O (6;4;—2) W (1,5;1;—0,5) O (0, 5;1; 1, 5)voir cours
r=2-1
3)Soit d la droite de représentation paramétrique : y =3t
z=-3
on considere les points A(2;3;—3) , B(2;0;—3) et C(0;6;0) .On a :
Od=(AB)0Od=(BC)Bd+# (AB),d# (BC),d # (AC)
— —

—

' (—1;3;0) nest colinéaire ni &4 AB ni & BC ni & AC
z=1 x=3-2t
4) Soit d et d’ les droites définies pari¢ y=1+2t et ¢ y=7—4¢
z=1+1¢ z=2—t
ces deux droites sont :0 paralleles O sécantes B non coplanaires

1=3-2t t'=1
1+2t=7—-4t & t =1 impossible .les droites ne sont pas sécantes .
1+t=2-1¢ t=0
' (0;2;—1) et ©(—2; —4; —1) ne sont pas colinéaires donc les droites ne sont
pas paralleles

= —4t
5)la droite de représentation paramétrique :{ y =1+ 3¢ et le plan d’équation
z=2+2t

wx—2y+5z—1=0sont :
O paralleles B orthogonaux O ni paralleles ni orthogonaux
' (—4;3;2) et ©(1;—2;5) sont orthogonaux (produit scalaire nul )




CORRECTION DEVOIR 4

1 x+iy  —(z+iy)

2)a)z’ = iy = =
Ja)e' =z +1iy T—ilyx+iy 2 + 42

o
donc:{ % + y?
—
x? 4+ y?
—XT
S 2 2 1 1
oM (T ) = (T TV = )= _——_0OM
Y/ -y 22 +y? \y 22 + 42
$2+y2

—_— —— . 7 . . ’
donc OM’ et OM sont colinéaires et O, M, M’ sont alignés

—— -1 —1+z\ -—1+%z -1 1
3)z’+1=+1=( H): R )
z

z z z z
YHa)M eT*=0M=0C=|z—-1|=1

— 1
on prend ’égalité trouvée au 3) 12’ +1=—(z — 1)
z

—_ 1
cela entraine |2 + 1| = | = (z — 1)‘
z
1
et donc :|2' + 1] = |—||z — 1]
z
-1 1
or|z—1|=1et || = “ =|-
z z
donc on en déduit |2' + 1| = |Z/|

or |2'|=0M'et |2/ +1|=|2" = (-1)| = DM’

on a donc: OM’ = DM’ et M’ est sur la médiatrice de [OD]

b)M’ se trouve a 'intersection de la médiatrice de [OD] (cf)4)a)) et de (OM)
(cf 2)b))




CORRECTION DEVOIRS5

exercice 1:1)a)P(z) = 2t — 1= (22 = 1)(22 + 1)
b)P(z) =0 < 22.=1 ou 2° :71@|z: 1,—1,i ou fz'|

2 1
z +1 . On a alors Z* = 1. D’aprés a), cela donne: Z = 1,—1,i

c)posons Z =

ou —1

22+ 1
Z=1< =12 l=z-1&{z=-2

-
2 1
Z=-1& ”1 - 1e2%tl= 2116220

-
) 2241 . . —1—1 241 —-1-3:
Z—zc)ﬁ—zﬁlz—i—l—zz—z(:),Z— 5 —(—1—1)4+1— 3
2z+1 -1+ —1—1
7 = —i & = -1 & 2 1 =— ) & 2z = =
1 po i z + iz 4+ z 5T (2_1_)
f71+§
17575

2)b)on voit sur le graphique que le centre du cercle va étre le point d’affixe -1.
on le vérifie aisément en montrant que :

Y 14
|21||01|' 53%1: +3Z1‘1
—1+3: -10+1-3¢
3)(1—07727 5 5 _9-3i10 33410
d—c —1 =143 —5+2-6i  —3-6:5 —3(1+2i)
2 ) 10 -
23+i) 1—2i , 11 i
= ——L %k —— = ... =2-2i=2y2(—= — —=)=2v2¢ 4
(1+2i) 1-—2 \/_(\/5 \/5) V2
CA a—c
i =232
CD d—c V2
Exercice 2:
?+ar+1 x? 71
partie 1 :1) lim ———— = lim — =1let lim e 7 =¢°
— ot x2 z—+Foo 12 z—+00
1
o2 ta+l -
donc lim ———e ¥ =1
T—+00 x
la droite d’équation y = 1 est asymptote a (C) en 400
1
x2+x+le—; ) 1 1
—f0) T2 1 -= 1., ——
Q)f(x) f(): x2 :x+§+ e T =@24z+1)(=)3% =
x x x x
1 3
or lim ()% 2 = lim (X)% X = lim “— =0 (cours...)
r—0t T X —+oc0 X—+4o00 e*
on en déduit donc : lim f@) = 1(0) =
z—0+ x

f est donc dérivable en 0. (C) admet au point d’abscisse 0 une demi tangente
horizontale.

1 1
1— —— _—
3) fl(z) = 4x€ T est du signe de 1 — z car 2 et e T sont positifs.
x




T 0 1 400

f! + 0 —
4), 3

e
f / \
0 1
41 = L

partie 2 :1) g(w)zO@f(x)—xf’(w)zO@%e T —x x4xe =0

1 1

—— 2*+z+1 11—z —— 2 +2+r—-1+z
sSe xf = -5 )=0&e 2| p )=0
1

s34+ a2 +22-1=0(care T #0)

2)pour montrer que :z% + 22 + 22 — 1 = 0 admet une seule racine réelle on

étudie rapidement la fonction définie par h(x) = 23 + 2% + 2z — 1 et on conclut

facilement en utilisant le théoréme des valeurs intermédiaires. (Cette fonction

est strictement croissante et continue avec h(0) < 0 et h(1) >0 )

grace a la calculette on tlrouve 00,39 < a<0,4

3)f(a) _ a? +c;+ 1675
! o!

pour obtenir un encadrement de A & 10! prés, on peut procéder de différentes

maniéres :

1

2 1 ——
f(aa) _ ¢ t;; + e « et utiliser les
propriétés des inégalités. Par exemple : 0,39 < o < 0,4 donc 0,392 < a? < 0,42
etc...
un moyen plus rapide pour conclure est de procéder ainsi :
f est strictement croissante sur l'intervalle [0,39;0,4] donc f(0,39) < f(a) <
f(0,4)

de plus 0,39 < a < 0,4 implique

on peut tout d’abord prendre I’expression :

1
0,4 0,39
en multipliant ces encadrements (ce qui est possible sans probléme car tous les
£(0,39) _ fla) _ f(0,4)
0,4 Q 0,39
il ne reste plus qu’a calculer ses valeurs la machine et on obtient & la fin : A ~ 2
a 107! prés.

1
< =<
o

nombres concernés sont positifs) on obtient donc

a est la solution de I’équation 22 + 22 +2x — 1 =0.
d’aprés 1) cela revient a g(a) =0

donc f(a) — af’(a) =0 ce qui donne % = f'(a)

4) (T,) a pour équation y = f'(a)(z — a) + f(a) = Az.
car f'(a) = % et —af'(a) + f(o) =0....

5)(T,) a pour équation : y = f'(a)(z — a) + f(a)

pour que (Ty,) passe par lorigine du repeére, il faut donc que 1’équation f’(a)(0—
a) + f(a) = 0 admette une solution. Or, d’aprés les questions précédentes, la
seule solution de cette équation est a.

Guesmi.B



CORRECTION DEVOIR6

exercice 1:
)résoudre dans C 'équation : 22 — /32 +1=0
A=3—-4=-1=4>

T T
. V3+i i V3—i —is
donc on a deux solutions complexes: z; = 7 = e 6 etz = 7 = e 6
L S
2)d’apres 1'écriture complexe de rona: 23 =¢ 32z =¢ 3 e 6 =¢ 6 =
T
o VBti_\B-i V3
3+1 3—1 3414
3)d’apres I'écriture complexe de t on a: z4 = 29 — 2+ - 5 L 2+ L
T
—i=c 2

T T 5%
] 1 3, iy in i 3.1
4) Z5=%(1+¢\/§):¢(5+¢§):e’2e’3 —¢ 6 V3

2 —i—3 2 j

26 = = * — =(—i—-V3)=—"+-—==¢
5)a) on trouve: 2§ = e = —1 pour k € {1,2,3,4,5,6}
b)le polynome 2% + 1 est de degré 6 et posséde donc 6 racines qui sont bien sfir
1R1,R2, %3, %4, %5, 26
onadonc: 25 +1=(2—2)(z— 22)(z — 23)(z — 22) (2 — 25) (2 — 26)
bien sur ces facteurs ne sont pas & coefficients réels.

pour obtenir des facteurs réels, ’astuce consiste a regrouper deux par deux
les racines, en associant & une racine son conjugué.

,z o z .z o™ —om
PH1=(2-e2)(z—e 2)(z—eb)z—ec 6)(z—e 6 )(z—c 6 )
m o U K om o

= (22— z(ez§ + 6_15) +1)(2* - g(ezg + e_zg) +1)(22 - z(ezf + e_zf) +1)
d’autre part, on sait que € + e~ = 2cos@
et finalement 26 +1 = (22 +1)(2®2 = V32 + 1)(22 + V32 + 1)

exercice 2:
L o
—z® — (Inx)2z 1-91
1) fl(z) =L _ o nz) du signe de 1 — 2Inz car x > 0

x4 4
1

1 —
f(x) >0<:>1>21nx<:>lnx<§<:>x<62
lim f(z) = —oo car lim Inz = —oc0 ...
z—0 z—0

lim f(x) =0 (cours) car #? ''emporte ’ sur Inx
T—+00

Guesmi.B



1
x 0 e2 +00
f! [ + 0 -
d’ou: H T
2e
f [ / \
I —00 0

2a)y =f(@-1)+f1)=z—1

3)a) (Ty) au point N d’abscisse u est parallele a la droite d’équation y = x si

et seulement si (:1 21nu)
uw(l—2lnu

fflwy=1 <« e

(on peut simplifier par u qui est non nul)& 1 = 2Inu + u3

=leou—2ulhu=ute1-2hu=1u3

2
b) h/(x) = 3z® + = > 0 car > 0. h est donc strictement croissante
x

la tangente est parallele a la droite d’équation y = x lorsque f/(z) = 1 donc
lorsque h(z) =1 (cf)3)a))
or: h est dérivable et strictement croissante et h(0,9) ~ 0,5 < 1 et A(1,1) ~
1,56>1
on peut donc en conclure qu'il existe une seule valeur de z telle que h(z) =1
(cette valeur est bien sur = 1 ce qui donne le résultat voulu)

Exercice 3:

1) > la fonction In est dérivable sur ]0; +oo[ avec: In(z) = 1 > In(1) =0

Montrer les résultats suivants successivement et en utilisant les propriétés ci-

dessus . a

> In(ax) =Ina+InxVa>0et Vo >0 In(—)=Ilna—InzVa>0et V>0
x

A priori, il faut démontrer les résultats en utilisant les prérequis...
a

1
pour la premiere: (Inaz) = = ( on fixe a ). On a donc : In(ax) =
Inx 4 C5*¢
prenons x = 1.In(a) = In1 + C**¢ d’ou C**® =1Ina et donc Inar =Ina+Inz

1 1
Pour la deuxiéme: In < = In(a*—)=Ina+In—
x x x

1 1
de plus : lnlzln(x*—)zlnx—i—ln; doncln;:—lnxetlngzlna—lnx
2+1]>0 1
2) Domaine de validité de I’équation: {ngi— 1I >0 S # 5
2 2 2
5 _ =+ 1] e+ 1] 2+ 1
In |z +1|—ln|2x—1|—e©ln‘2xl'— 5r 1| = € Qx—l_ee
ou —e®
résolvons la premiére équation:
2+1
;xi_l:ee®x2+1:ee(2x—1)<:>x2—2eex+1+ee:O

A =4e% —4(1+e°) =4(e** —e*—1) >0

2e€ + (/4(e2e —ec — 1
( 5 ) =e®+e2e —e® — 1 (ces deux valeurs convi-

donc x =

ennent)
la deuxiéme équation se traite de la méme maniére.

Guesmi.B



CORRECTION DEVOIRY

Theéme : Etude de fonction rationnelle

2
1) f(x)= L);_FS Df est symétrique par rapport a 1
2 2 2 2
£2 — x) + f(x) = 2-x)"-2(2-x)+5 N X —2x+5 _ (HE-4x+x"—4+2x+5) N X —2x+5
2-x)-1 x-1 =D (=x+1) x-1
=4 +4x-x7+4-2x-5+x>—2x+5

" =0=2b avecb=0 (fonction rationnelle)
X -

donc A(1 ;0) est centre de symétrie.

Méthode : changement de repere.

Dans (A, i j )x=X+1

2 2
y=Y y= X" —=2x+5 Y= X" +4
x-1 X
2 N2
Soit g(X) = X +4 g est impaire car pour tout X € R* , - X e R* et g (- X):%
X +4
= - = - X
( X J g(X)

donc I’origine du repere A est centre de symétrie.

2
2) lim fx)= lim = = limx=-o de méme lim f(x) = lim x = +
X
X — -0 X — -0 X — -0 X — 4+ o0 X — 4+ 00
limx*-2x+5=4 limx-1=0" = limf(x)=-o
Xx—1 X — <1 x =<1
= la droite d’équation x = 1
limx-1=0" = limf(x) =+ est asymptote verticale a C.
X—>1 Xx—>1
3) a)x>-2x+5] x—1 XX2x+5=(x-1)-(x-1)+4 a=1
b=-1
) 4
-X"+X x—1 doncfx)=x—-1+ — c=4
x-1
-X+5
+x-1
4

. . . c P R , . . - -
( on pouvait aussi partir de ax + b + 1 réduire au méme dénominateur et identifier les coefficients)
X -



b) lim (f(x)—(x—l)):limi1 =0~ et lim((fx)-(x-1))=0"
X -

X — -0 X —>-00 X — + 0

donc (D) est asymptote oblique a (Cf) au voisinage de - oo et + o0

c)f(x)—(x—l)=i
x-1
-0 1 + oo

X

4 - +
x-1

Ve]-oo, 1] f(x)—(x—-1)<0 = f(x) <x -1 donc (Cf) est en dessous de (D)
Ve]l+oo fxX)—(x-1)>0 = f(x) >x -1 donc (Cf) est au-dessus de (D)

OMN=[f)-(x-D = = carx—1>0 x>1
x-1 x-1
MN<0,1 &2 <01 & 4<0,1(x—1) carx—1>0
X_
40<x-1
41 <x
S =141 ; +o0f
2 2
4) f(X)=(2X—2)(x—1)—(xz 2x+5)=x 2X2—3
(x—=D (x-1)
VxeDf (x-1>0
le signe de f ’(x) est donc celui de x* —2x - 3.
D=16 x'=-1 x’=3
5)
X - -1 1 3 + oo
X —2x-3 | + - - ( +
(x—1)° + + + +
f’(x) + - - +

o NI\

6) Coefficient directeur de (T) au point d’abscisse a : f ’(a)
Coefficient directeur de (D) : - 3

00

(T) // (D) < méme coefficient directeur < f’(a) =-3
3.2 —2a-3 2 2
———— =3 a-2a-3=-3@G-1)

(a-1)*
& 42— 8a=0



< 4a(a-2)=0
< a=0o0u a=2

EnC0;-5etD@2;5 (T)//(D)
Equation des tangentes : y = f(0) + f *(0) (x) y=1f2)+1’2) (x-2)

y=-5-3x y=5-3(x-2)
y=-3x+11
7)
X 1,5 2 3 4 6
f(x) 17 5 4 13 29
2 5
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CORRECTION DEVOIRS

Theéme : Etude de fonction rationnelle

2
Soit f 1a fonction définie sur R \ {~1;1} par f(x) = 3Xj—4);_3
X —
2— -
1) fx)=a+ b N C :a(x—1)(X+1)+b(x+1)+c(x—1) _ax a+b2x+b+cx c
x-1 x+1 (x-Dx+1D x -1
_X2+(b+c)x+(a—c)_3x2+4x—3
x* -1 x* -1
a=3 a=3 a=3 a=3
Identifications : {\b+c=4 c=4-b c=4-b c=2
b-a-c=-3 |b-3-(4-b)=-3 2b=4 b=2
otlf(x)=3+i+ 2
x-1 x+1
3x* 3x?

2)lim f(x) = lim —-=3 De méme lim f(x) = lim —-=3
X X

X— - 0 X— - 0 X— -0 X—>-0©
3x* +4x-3=-4 lim f(x) = -
<-1
x> —1=0" =
x2-1=0" lim f(x) =+ o
x— >-1
3x* +4x-3=4 lim f(x) = -
_ x—<1
x> —1=0 =
x2—-1=0" lim f(x) = +
x— >1

Asymptotes : x =1 A.V

x=-1A.V

y=3AH
X - -1 1 +00
x*-1 + 0 - 0 +

(6x+4) (x* -D-(Bx* +4x-3)(2x) _ -4x’ -4 _ -4(x’+1)

3)

(x> -1)? T xI=D? T (xP-1)?
YV eDf x*+1 >0 (somme de 2 carrés)
donc -4(x*+1) <0 VvV eDf f’(x)<0

vV eDf (x*-1)*>0



4)

fx) |3 + oo + o

5)I1(0:(-)) 1(0;3) Df est symétrique par rapport a 0
3x* +4x-3 N 3x’ +4x-3 6x° -6 6(x* 1)

f(x) + f(a+x) = f(-x) + f(x) = = =6=2x3
(x) + fla+x) = f(-x) + f(x) SR SR N 1
1(0;3) est centre de symétrie
6)y=3+(4)x
y = -4x+3
2 2
7) Soit h(x) = f(x) - (-4x43) = >+ 4x=3 (x4 ~D)
x -1 x =1
_O3x744x-3+44x7 —4x-3x7+3  4x°
x> -1 x* -1
X - -1 0 1
4x° - - + +
X -1 + - - ( +
f(x) - | + D - +
I
Sur J-1;0[ h(x) >0
f(x)>-4x+3
Cf est au dessus de (T)
Sur ]0 ;1] f(x) < -4x + 3
Cf est en-dessous de (T)
Cf et (T) se coupent au point I
8)
X 0 0,5 0,7 1,2 2 3 4
f(x) 3 3 -2,99 13,9 5,7 4,5 4,5

9) (3-m) x> +4x + m-3 =0
3> +4x -3 =mx’>-m
3x% + 4x — 3 =m(x>-1)
3x* +4x—3 _

x2—1
f(x) =m




On trouve la droite d’équation y=m et on détermine graphiquement en combien de points elle coupe Cf.

- Sim € J- ;3[ 2 solutions
-Sim=3 1 solution (x =0)
- Sim € |3 ;+oo[ 2 solutions

10) a) Dg =R - {- L;1} symétrique par rapport 2 0
3x?+4]-x[-3  3x*+4x-3

-X) = = =g(X) = g paire
g(-x) o 1 71 gx) = gp
2
b)Six2 0 gx)= 2> T3 gy
Sur [0;1[ U
11 ;400 Cg = Cf

Sur ]-00 ;-1[ U ]-1 ;0], on construit la symétrie deCg par rapport a (y’oy) puisque g est paire

1)
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CORRECTION DEVOIR9

Theme : Etude de fonction rationnelle

1) fest définie, continue et dénvablc si x% —1 20 donc sur |-~ 1], J-1;1[ et ]1,%=[.

3 ] [i] 1
¥ +— e e—
x L2 x° x*  xd

Z}s lim fi{x)= lim = lim =—x
Ir—= —&o X= —m A = —C5 1 ...,_1
x? 1 )
x
A, L. ol -
car oy Z° 1:3' & ant pour [imite 0 en -2,
* par la méme méthode on trouve  lim  f(x) =+
X—+ 00
-
lx 03 -1 1 +x _|!
signe de x° - | + . = O *
lim x* —1=0%donne lim f(x) =
r-= — r= -
; b
lim 2x% —x2 6+l =4 et - N _ e
| lim t° =] =0 donne lim f{x)=—c¢
x—= - r—= —
x> x>
lim x* =1 =0"donne lim f(x) =+ec
r=1 =]
lim 2x? —x2 _61__'_13431:-:1 & T
x= 1 lim x* =1 =07 donne lim f(x) =—oe
x=] x=]
x™ b |
3)2 ﬂhgdg par_division
2% - % - Gx+ 1 [x?- 1
2%  -2x) [2x -1
T P |
-(-x* +1)
- dx
x - o
d'o f{x) =2x =1
x* =1
Meéthode par identification
- L {.:r.‘c+b]{r 1) +ox +d _ax® +bx” +{-a +e)x —b +d
E -1 --I x° =1
Par idemLﬁcatir:nn des caefﬁciems avec ceux de f{x) on obtient -
a =2 o =D
b=- . = :
s g BEE N le résultat est le méme.
-5 Hf =] o =0

4) Les droites d'équation x = -1 et x = | sont asymptotes.



La question précédente fait apparaitre 2x - 1, or

4 -4
lim f(x) =2x )= lim —2i= lim —— =0, car
X—» —oo r—» =00y~ =] x—+ —x [ 1
EFTR
X

lim x [| -—-I?l = —cacar '-1—2' a pour limite 0. on obtient le méme résultat en +w.
Xr—= =00 XL 4
La droite d'équation y = 2x - 1 est donc asymptote de (C).
o (6x® —2x —6)(x? 1) o(2x” —x? —6x +1)(2%) 2% 43)
5) f{{x)= ) PO
(= -1 (x= =1

£'(x) > 0 sur les intervalles du domaine de définition de f, f est donc croissante sur cas
intervalles.

X I-I! -1 1 o
f'(x) + & +

| || o ||

6) L'équation de (T) est y - f{0) = {'(0){x - 0) soit y = 6x - 1.

4x dx -4.1'3
—fr +] =-4x e
—1 x= =] x= -

e
i

Omn étudie le signe de f(x) —{6x —1) =2x =1

x -3 -1 | +

0
=4x” & + 0 -

=2

I.
-1 Y ~ 0 +

|
fix) - {6x - 1} + & -0 +0 -

D'oi sur J-x,-1, ]0;1[ (C) est au-dessus de (T) et sur ]-1,0] et 11;+=[ (C) est en-dessous de
(T).
7) lére méthode :

Si M a pour coordonnées (xy) dans (0,7, 7) et (Y dans (7,7, ), les formules de

=X
passage sont L‘ =¥ -1 I'équation de (C) devient dans le nouveau repére

¥y —1=2X-1 =g(.X). Le domaine de définition de g

4X 4

7 soit 1 =2 3

Xe - xS =1
(qui est celui de f) est symétrique par rapport 0 et g(-X) = -g(X). g est impaire, I est
centre de symétrie de (C).

2iéme méthode

Le domaine de définition de f est symétrique par rapport a 0.

4(-h)
2 | g 42 ) <l ———
FIO ) +7(0 =) =1 ()" =1
" E 2
I est bien centre de symétrie de (C).

2
7 = =¥




CORRECTION DEVOIR10

Theme : Etude de fonction rationnelle

1) fest définie et continue si -x* +2x + 3 2 0, -x" + 2x + 3 a pour racines -1 et 3, d'ou f est continue sur

[-1;3].
2)

AR A (A ) {8 420 +h) 43 —4
lim = lim
h=0 h h—=0 h

=
hfa
— +h) - 2
ﬂ]f:rnﬂ—}'ﬂﬂlim.&—44ﬂ=limh4+—'iurh>ﬂ
h—=0 h h—=0 h Fr—= 10 h
- +h) — ol
[im w=iim h—4+‘lr—l+i = o
h=0 h h=0 h )
fim LO =1 _ 3 —1)% 4y (3 )2 +2(3 +h) +3 4
Jre O hi f h
4
B 2 - —
TR Ll e ) SRR +M= fim h+4 +—1—H carn<o
h—=0 h h=0 I f—= h
+hy —f(4 4
lim !'{M'=iim B — —]—4=a-m
h—=0 h h=0 h

Fr'est pas dérivable en -1 et en 3. La courbe représentative admet en ses points d'abscisses -1 et 3 une
demi-tangente verticale.

f'(x)a

3) £1(x) =2(x —1)

s 5 5 [2 ] ] (x 1) Pu‘ I I —1]
=y =]

5 \Il—rz +2x 43

+2x +3 v.‘r —rz +2x +3

o=
le signe de son numérateur.

=
Pour xeDy, 2V =2 +2x +3 —1 >0& v =2 +2x 43 >

1
On se raméne 4 = +2x 43 ::-1, soit —4x2 +8x +11 =0 Les racines sont |

Ji1s
2

5
et l+%.ﬂna]e

tableaw de signe suivant :

X I

-1 !ﬂ ! |+£ 3

2 2
x-1 - | = 1] + | +
2 2 e 3] = & 5 ¥ U :
f'ix) o 0 - 0 + 0 - 4]
5 5
On en déduit que Fest croissante sur | —];[-—TJI_[ et sur Ji;1 +?[ et décroissante sur ]I _I'IE et sur
J15

_]l',] + —2—I




X J15 J15
-1 ] —— 1+ 3
2 2
iy |® + 0 - 0 ¥ n__ = o
:
) ; - \’.
4] i

%= [ est axe de symétrie pour la courbe représentative de £

Guesmi.B

5) lére methode Si M a pour
coordonnées (x v) dans (ﬂ,;",})
et pour coordonnées (X,Y) dans
(ﬂ,?,j] alorzx=X+1lety=%.
L'équation de la courbe devient

¥ =x2 -2 44 =g(x). g,
qui a un domaine de définition
[-2;2] symétrique par rapport 40,
est paire.

2 ieme méthode Le domaine de
definition est symétrique par
rapport 4 1. B
F(U+R) =% 4+ -h? 44, en
remplagant h par -h, on vérifie
que i1 + hy=fil - h),

Ces deux méthodes permettent
d'affirmer que la droite d'équation



CORRECTION DEVOIR11

Theéme : Etude de fonction rationnelle
et accroissement finis

Probléme

Soit f définie sur I = ]1,5 ;+oo[ par f(x) =

Partie A

1) a)lim3-2x=0" = lim

5 =-o0 etlimvx-1=4/0,5
-2x

x—>1,5 x—>>1,5 X —>1,5

donc lim f(x) =- o0 =>la droite d’équation x = 1,5 est asymptote verticale a ( Cf)

x —>1,5
b)lim3-2x=-0 = lim =0 )
3-2x
X — + o0 X— 4+ o0
F = Hmf(x) = +0
lim x-1 =+ o0 etlim\/;=+oo:>1imxlx— =4+ o X— +00
X— 40 X— 400 X— +00 )

¢) la fonction x —

est dérivable sur Df car il s’agit d’une fonction rationnelle.

3-2x
Soit h(x) = Vx -1 h est dérivable si x-1 >0
x>1
donc sur ]1,5 ; +oo[ f est dérivable.
—(-2) 1 4 1

f’x)=2x

+ = +
(3-2x) 2Jx-1 (3-2x)" 2Jx-1
Vv X 61(3—2)()2 >0et vx-1>0donc Vxelf’(x)>0

donc f est strictement / sur |

X 1,5 + o0
f’(x) +

f(x) - o0

2) a) f est continue car dérivable sur I, f est strict / sur [ donc f est une bijection de I sur f(I) = R.

b) Or 0 € R donc 0 admet un unique antécédent dans I, donc il existe un seul réel r solution de



f(x) =0 dans L.
c)f(2)=-1 fQ)<f(r)<f(2,5

f(2,5) =0,22 comme f strict / sur I on en déduit que 2 <r< 2,5

Partie B
AQ2,-1) B(2,5 ;f(2,5)) f(2,5) = L+ LS =-1++3/2
az Ye =Y _ -1+43/2+1 \/3/ _N3/2 -J6
Xp =X, 0,5 12 1/4 V
=J6x+b

AQ2,-1)e (AB) =>-1=/6x2+b  b=-1-26

(AB) y=+/6x-1-2+/6

3)co)f(x) £4,5x-10
(Cf)estendessousde (T)

4H(T) : y=45x-10
axe des abscisses y =0

4,5x =10

1010 _ 20

45 9 9
2

f (ﬁJ ~-0,279 )
9

> = f(%j <f(r)

f(r)=0 ) comme f / sur I %<r:>c—r
Partie C
1
h(x)=1,5+
Vx -1
-2 2
) f{x)=0 & +\/——O(:)\/——
3— 3— 2x 2x -3
o 1 _2X—3<:> 1 —x—é
Jx -1 2 Jx -1 2
o 3y
Jx-1 2

f(r)y =0 h(r)=r (—) :_—lzl'avecu(x):\/x—l < h(x)=x
u u



I
2) W= —2x-l_ 1

Wx-12 2(x-1)°

x <25
x-1<1,5

Vx-1<4/1,5 carx — /X est A surR*

1 («/)(-1)3£(\/1,_5)3 carx > x’est /" surR
2 < 2(Jx-1) <2(/1,5)°

1 1 1 1
< <— carx — — est sur R**
2(J1,5)°  2(x-1)° 2 X \

2(+\/G)3 <|h'(x)| < % on a bien pour tout x € [2;2,5] [h'(x)|<0

—_
IAIN A

IA

3) hestdérivable sur[2;2,5] Vx €[2;2,5] |h'(x)[ < 0,5
donc d’apres 1’inégalité des accroissement finis appliquésaa=r € [2;2,5] et x € [2 ;2,5]
on a |h(x)-h(r)|=0,5x-r| mais comme h (r) =r ona |h(x)-r|£0,5

x-1

4) h(2,5) =2,316 r = 2,316
r’=h(r) =2,372
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CORRECTION DEVOIR12

Theme : Etude de fonction irrationnelle

Df =]-c0;-1]U [1 ; + oof
f est continue sur Df comme somme et composée de fonction continue.

Si on veut étudier la continuité en 1 :

lim f,(x) = limfx) = limx+ VX2 —1=1 carlimx=1 limx*~1=0 etlim v/X =0
x—1 x—>>1 x—>1 Xx—1 Xx—1 x—0

= lim f;(x) = 1 = (1) donc f est continue en 1
x—1

Idemen—1:

Six*-1>0
Six > 1 oux < -1 alors f est dérivable.

Dérivabilité en 1 :

O fx)-f(1) | x++x*-1-1 _ x-1 +x*-1 x> -1
lim —— = lim = lim + =liml+ [|[———
x-1 x-1 x-1 x-1 (x-1)
x —>1 x—1 x—1 x—1
, x+1 . , , A
=lim1 + 1 =+ o = f| non dérivable en 1 =>demi tangente verticale d’équation x = 1.
X_
x—>1
ox+1 )
lim 1:+oocarx+l—>2 et limvX=+w
X_
x—>1 x-1—0" X — + 0

Idem en — 1 car une demi tangente d’équation x = -1

2)Six€]-0;-1[ U Jl;+0]

X X +x?—1

2x s ~
Wx2 -1 Jxi-1  Jx*-1

firx)=1+

Signede f’(x):six>1 x+ VXZ—I >0 =1’ x)>0

Six<-1 f,°(xX)<0 ssi x+ VX —1<0 ssi VX°—1 <-x ssi x—1<x’

>0 -1 <0

donc sur]1;+o0[ f;’(x)>0 et sur ]-oo;-1[ f;°(x)<O0.



- ® -1 1 + o0
f1 (%) - +
0 + 0
fi(x) -1 1
limx+ Vx> =1 =+
X — 4
_ O xHVX = Dx VXA =1) 1
lim f;(x) = lim =lim ——
x-vVx>—1 x-vx*—1
X — - 00 X — - X—- 0

lim x- Vx> =l=-00 = lim f;(x)=0

X—- ® X — - 0

(-x +Vx* =D)(=x-vx*=1) . 1

-x-vVx?—1 -x-4x? =1

X —+ © X —+ © X —+ © X—+ ©

3) lim f(x) = 2x = lim -x+ Vx> —1 =lim

lim-x- VX’ =1 =-00 = lim f(x)-2x=0 = y=2x Asymptote oblique au voisinage de -
X—+ © X—+4 ©

4 M(x,y) € (C;) Montrons que Sy M) € (C,)
M’ (x,-y) € ()

M(xy) ¢ (C) = y=x+4x" -1

= y=-x-X) -1 = y=-x-Vx’=1 = M(x-ye(C)

6) fstrict A sur[1;+oo[etfcontinue sur [l ;+ oo [ donc f est bijection de [1 ;400 [ sur [1;+ o [
or2 ¢ [1;+ o [donc 2 admet | unique antécédent & dans] 1 ;+ oo [
f(1,2) = 1,86 f(1,3) =2,13 = 122 a <13

Sur]-w;-11 -1 < f(x) <0 donc 2 n"admet pas d’antécédent dans ] - oo ; -1 ]
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