Qem

Nombres complexes

dans les exercices suivants, les hombres complexes sont représentés dans le

plan rapporté a un repere orthonormal direct (Q:u.v)

Guesmi.B

x est un réel quelconque ; soient : Z, =1-i, Z,=1+1,

Z, =cos(x)+ixsin(x) ; enfin: Z=12 xZ,xZ,

»f ~/_

A
— Laforme trigonométrique de Z,; est J2 x

La forme ’rrlgonome’rrlque de Z, est

" ol el]

La forme Trigonomé’rr'ique de Z, est

- f[[ 4]+[ )

corrigé C1

Vous avez coché les cases: -

I/ fallait cocher les cases: -C-E-




Z,|=1-2|= 2 ; de méme |Z,|=[1+:]=+2 .

alg(Zl):—%[?.ﬂ'] ag(Z,)= %[2;?1'] enfin arg(Z,)=x[27] et

|Z:|=1.
A- Ceci n'est pas une forme trigonométrique
B- Méme chose
C- Auvu des calculs, C est juste
D- Faux, un argument est toujours défini modulo 27
E- Vrai. On pourrait écrire Z, ="

e Suite de I'énoncé 1 : x est un réel quelconque ; soient : : Z, =1-
2 7Z.=1+1i, Z, =cox(x)+ixsin(x) ;enfin: Z=2 xZ, <2,

|—A arg(Z)=—x[27]

|_B Z est un réel ¢:>.x=ﬂ(ﬂ')

|_C arg(Z)=arg(Z,)xarg(Z, ) xarg(Z,)[27]

D 3
- [2l=12
E
F ag(2)=x(x)
corrigé C2
Vous avez coché les cases: -

I/ fallait cocher les cases: -B-D-




A- arg(Z )= arg(Z,) +arg(Z, )+ arg(Z, }[Eﬂ'] arg(Z) = ;— ; +x [2;?1'] et

A est fausse

B- Puisque arg(7) = .x[l;?r],on sait que Z est un réel si et seulement si
son argument est égal d zéro modulo 7 ; B est juste

C- arg (Z) = arg (Z1 ) +arg (Zz) + arg(ZE)[Ef:] ,C est fausse
D-  Enfin [Z|=2et |Zl|3 = 2+/2 donc D est vraie
E- Faux, car l'argument est défini modulo 27
E3 Soit Z un complexe non nul

v 12

A

B = 1

Zl=1=27Z2=—

P EE A

C

< 1z <Re(2)

D

— ‘G’ZEE“C-,EZIEfo|Zl+Zj|=|Zl|+|Zj|

E _

~ ZxZelR'
corrigé C3

Vous avez coché les cases: -

I/ fallait cocher les cases: -A-B-E-




A- |Z|2 =7 xZ=Re(Z) +Im(Z) donc A est juste car Z # 0

B- Egalement vrai, il y a méme équivalence
C- D'aprés la définition du module c'est |Z| = |RE:(Z)| ; Faux

D- Inégalité triangulaire, donc D est faux
E- Bien siir car Z X7 = |,Z|2 >0 Juste

E Soient :a=2+ EE\E, b= Z—Zi\/?_), c?:—l-i—i\.@ et soient A

4 les points d'af fixes respectives a,b,c

A (ﬁ?ﬁ) = a,:rg['fI _c][?.fr]

2 b—c
,—B a—c :—I.\/j

b—c
()L (cB)

- (CACB)=Z[21]

E

—  ABC est rectangle enC car AB* = AC* + BC*

corrigé C4

Vous avez coché les cases: -

I/ fallait cocher les cases: -C-E-




h—o

A- (a,@)z(L_‘J,@)—(;ﬁ.a)zm'g(r:—b)—m'g(c—a)zarg(

Jm)

donc A est faux

" a—c 2+2\f3+1-if3  3+i3 3+i3 iy
- = = = = onc
B—o  2-2%3+1-i3 3-3iaf3 —i3(3+i3) 3
est faux
C- en prenant I'argument on déduit que :
— — b— 3 7
(CLQ,C‘B): arg[ G] = arg{—\/__J: —arg(i) = —E(E;ﬂr) . Cest juste
a—c i 2
D- Par contre D est fausse.

E- Enfin E(—zu\/i) A_C'(—B—i\/}) Ef(—s—s\/}) : donc AB2=48
et AC*=9+3=12 et BC*=9+27=36 donc on a bien
AB* = AC? + BC? et laréciproque de Pythagore permet de

conclure que E est juste. Tout ceci est pratiquement du cours qu'il
faut savoir faire et retrouver rapidement.

1
Soient Q2 MM’ d'af fixes respectives ——, z, z' tels que

€5 V3
z' = (1+iy3)z+i

A
—  L'équation z'=z n‘admet pas de solutions.

- Qi =2Q0

= Qs = Qs

D - = Fid

& (W,W'):E(Eﬂ')

corrigé Cb



Vous avez coché les cases: -

I/ fallait cocher les cases: -A-B-D-

z'zz équivaut z = (1+I\E)Z+I < =] :I-\EZ C}Z:—L. La

V3
réponse d la question est évidente car il s'agit d'une équation du 1°
degré d une inconnue qui admet toujours une solution. Appelons

1
wcette solution. = _f. A est juste

On a donec (Z'— m) = (l-l—z'ﬁ)x(z— m)On prend le module , on a une

interprétation géométrique en termes de distances :
z'- | = ‘1+£\/§‘><|z—m| et done Qif =2Q4f ;B est juste

C est faux au vu de ce qui pr'écéde

Enfin arg (z'-w)= arg(lﬂ\/g)Jrarg (z-w)[27] soit
(m,w—uﬂ) = (ﬁ,m—m“)— (Q,W) = arg(1+i+/3) = g[zn]. D juste

E est faux.

2ik

Soit la suite de complexes (z, ) ol Z,=e " oikestun

6 entier quelconque pnsifif ou nul et n est un entier posi’rif

supérieur a 2 fixé. Enfin M'k est limage de =,

Vk> 0,(zk)" -1

Vk>0,z, =1

L +n+z+..+z,,=0

Vkn-1zk=z0=z =2

MM, = 25111[5]

n



corrigé Cé
Vous avez coché les cases: -

I/ fallait cocher les cases: -A-B-C-D-E-




A- \-Hk::o,(:k) —|le 7 :ezzm:(ezm) ~1
b
e : #
o vhe0(5) e | et o (e 1
. \
2ikar 2k ik ] 2k n-l

ik
1-1e #
= : =0 d'aprés la question A. C est donc
2w
1-je *#
juste
o 2ikr 2k
D- Vkn-12kz0>z =/e * |=le *
2ilm-kw 2irmr - dikw L
e — Pl — 72 72 — b — - H
Z _,=e =e X e =e =z, . D est donc juste
ik 2k 2ikme 23k ik
. x(#+1) — XA . . X
2ifcwn

e - &

2k . (km
—2ism| — ||=28In| —
2 i

2k ik _Zikw 2ikr
xll—e # |=le 2" x|le ™ —e =

4

donc M, M, =2sin

=1y

J et E est juste
\



Soit lasuite (Z, )de complexes par: Z; =4 et

C1+i3

& Yn>0,Z, = 1 x Z . On appelle Af le point du plan

complexe d'af fixe Z
A 1
-  OM, = Eli]’i'l,f.i"l

B
— Letriangle MM M, est rectangle en M;

C

€ Yn>0,0M,, = -L0M,
8

'_D (OMH',O ml'):g[%r]

B
~ Lasuite (Z,) converge vers zéro

corrigé C7
Vous avez coché les cases: -

I/ fallait cocher les cases: -A-C-E-




Pt s | | I. ) CI -
OM . 1z 1+iy3] 1
e N ke A VII_ 2 ot done A est vral
—— — 77 —| - |=—— &7 Qonc 37T Virdie
OM =1 | 4 | 2
—<n N e
1 ' jT 1 - j_
L+i4f 1+i+/3 -
L= v T = M d =147~/3
Z, x 7, - 4=1+i3.
4 4
- , fa - n N - PR
1+i+/3 — 1-3+2iy3 -1+i/3
= _ YU 1543 — i ¥
- = N AL T LW — - = -
B a a4 1
_ [ - — - _
—1+if3 1+iJ3 —1-3 1
"? J— - TN L TN — = = J— -
L-'q - - e
’ 2 4 8 2
— —
1 /3 — 3 3
LGNS o > N3 —
—- - —— 7 —1— I3 —— I 3 Ia
L T ya 2 2 2 2N /2
= = — = = = — :g-\‘,fj—l
- - 1 [ ] 1 ) ]'\
Z, -z, I 43 1 A3 I3
N ) —-—— =+ +— I
2 2 2 2
Or d'une part arg N’:—l :ZE 27| et de plus
N 3
I\ o
arg| =2 =L | = (j[,fzjf_fg_‘jﬂrzjgﬁ)[z,ﬂ'] donc ce triangle n'est pas
rectangle en M;
2 3
14+:+/3 1 - 1 i 1
ZTH,_,:—NF: —xed | xZ  =|=-xe’ | xZ =——xZ .0Onen
' 4 2 2 3
L — 1
déduit que OA | = ——xOM
8
1+ig3 1+i3 o
Z, =——xZ, donc arg(Zml):arg — +arg(Z, )[27
TS\ (- * :
Soit (M,O fm): —+(L«I,Ofbfn)[2ﬂ'] et finalement
3
T
(OMH,OMM) = E[E:r] done D est fausse.
roo |zl 143 1
7=z et g = [z B = = = = et par
bl ik =

e , e _ 1
définition, la suite (r,) est géométrique de raison 5 et converge

)



./1 i i
Soient les points A B C d'affixes respectives A‘ ;-I— 5 |-
e =)

g B(2i)et C(L+i) ;M est daffixe Z, M est différent de A et

8 tout point M du plan, on associe le point M" du plan d'affixe Z
Z-2

que : 2= —————
27 —1-i

A

— M'=0 si et seulement si M=B

B Z réel <<~ M appartient da la droite D d'équation
" 3x—y+2=0 privée de A

Z' imaginaire pur < M décrit le cercle
o0 1> @
4] 4

1
- |1Z]= — <M appartient & la médiatrice de [AB]

]

E Z estunréel strictement négu’rif =M appartient au
a segment [AB]

corrigé C8



Vous avez coché les cases:



A- M'=0<:>Z'=Oﬁﬁzﬂ@Z—Zf@Z=ZI@M=B
22 -1-i
B-
L Xty -4 (x+iv—-2i)2x—1-2iy+i)
S 2(x+ip)-1-f ((2x—1)+iQy-1))((2x-1)—i(2y—1))
Ay —Ax - x—iy 2 2xy + 2y -4y Hix - y+2)
- (2r—1)2+(2y - 1)
¥ =x+2y? -5y +2)+i(-3x— y+2)
- (2x—1P +(2y— 1)
_ (Ex:—x+2y:—5y+2)+i (=3x—y+2)
(2x -1+ (2y—1)° (2x—-1P +(2y 1)
et Z non nul est un réel siet seulement si sa partie imaginaire est
nulle, < M appartient d la droite D d’équation —3x—y+2=0

privée de A. B est fausse, il ne faut pas oublier A |

C- Z' non nul imaginaire pur si et seulement si sa partie réelle est
(2x?—x4+2y*-5y+2)

(2x-1P+(2y—-1)
& 2x2—x+2y7-5y+2=0 et (2x-1*#0 et (2y-1)*=0

nhulle =

5
S 24y - y+D)=0 et (25-17#0 et (2y-1)1#0

o[ x-l 2+ 3 2— L 3 o0 et (2x-1)°#0 et (2y-1)°=0
1) V"1) 16 16 - ~
1y 5Y'_10 t(22-1)°#0 et 2y-10°20
S |a—= |+ y—=| =— 2x-1)° = 2y-1) #
[I 4] [j’ 4} 16 e X e F¥
s
15 0
< M décrit le cercle C Q[—,—j ,£ privé du point A.
44 4
1 Z—2i 1 1 1
- = — - | =— _'j:_'} —1—;l = e p—
D 1Z1= 5 @‘22_1_1_ 2<:>|Z 2] 2|_2 1] ‘2 =
< BM = AM < M appartient da la médiatrice de [AB].
E- Z' est un réel strictement négatif < sa partie imaginaire est nulle

et sa partie réelle négative < —-3x—y+2=0 et

Y 5 10
[1— 1] +[y— E] < s < M appartient d la droite D d'équation

—3x—y+2=0 privée de A et au disque ouvert

D(Q(léw _.JI_O ) ,or Aet B appartiennent au cercleC et a la

A - A A




E9 (ko *F)

Si |Z|=1et Z#-1,dlors il existe x appartenant a R/

r Zzl—hf.x
1-ix
B . U— L
— Si|Z|=1et Z#1,adlors Vuel = - eR
C i —Zu

— Réciproquement si Vi e C,

eR , alors |Z|=1
p Soit A(a), B(b),C(c ): ABC est équilatéral siet
seulement (a—b)= e? (a—c)

E Soit A(a), B(b),C(c); ABC est équilatéral siet
seulement si @’ +b* +c* -(axb+bxc+cxa)=0

corrigé €9



Vous



e wom Lomfin o cim mm o P
W VA TAIrfe Ul peu ue 1irigenumeirie .
P S L W B W= R
- n N q, L (L) alll R ) 1 Lell \Li )
COBlLLIA)=COo8 (I)— 81N (Z)= = = = - e€n
* ! e i PRI Y P BEIp F  | | D T e |
CO8 \E) Bl (@) 1riail (@)
Aivieaant ls numdratsimn st la dédnaminatenm man ~n=2ad
WHIVIDWMIN IS TN WUl Tl IS Woiiviininnis o ul r“l LRt ] "HJ
Zsin(a) = cos(z) Ztan(z)
eV = 2einl~Y v pnell 7Y — N I A an
sl le ==l ) < COBL ) B - 7 7] =

9 | [ [l sl
- i+ix] | [ | LT Lx .
Calculons maintenant | |: ; ;= i i = ; ;= 1 enfin
11—ix| [1—ix] Il—g;xi +ix |
avlrnivmnne 7 aniia Enmmme nladbhnine
EKP[ IMMUTs o 30U 1orrri U.IBGUI I'.!l.lﬁ
) f1 32 q 2 g 2 =
1+ix (L+ix) 1—-x"+2ix 1-x 2x
= =] B & = =] 47 an heut
= = £a 8T o T N\ - 2 = 72 "% FIC st
1=1x I\‘l—II'}IXIKL+E‘(II 14X 1+X 14X
maintenant conclure : |Z|=1<> Z = cos(2a2)+:xsmn(2z) et

bra
a# ;[Zﬂ'] car Z #—1 au vu de ce qui précéder, on peut exprimer
cos(2a) et sin(2a) en fonction de tan(a), I€gitimant la division par

2 T
cos”(a) car g # ;[2;’1’] et on trouve

=)

1— tan®(2) : 2 tan(a)
1+tan®(z) 1+tan’(2)
utilisant I'écriture algébrique de Z, on obtient(en posant x=tan(a) )
_1-tan’(a) . 2tan(@) _1-x L 2% _l+ix
1+ tan’(a) 1+tan’(a) 1+ 14+x* 1-ix
Juste
Posons u=a+ib et Z=¢",

‘Z’|:1<:>Z=cos(2cz)+i><sin(2a)= t en

: A est

Z|=1oZ =e” et
Z#lox# ;[zx]

AT a+£>:b—e”(a—i><b):ax(l—e’*)+i><b><(1+e”)

1-Z2 1-€* 1-¢&7
1'£ —l'i J'i
‘whxe?l e 2 2 X
ixbxe?le *+e 2 cost
. 7 X
=a+ =a+ixbx « —g-—hxcotan=
iz ik ir X 2

: P z
qui est un réel qui existe car x = ;[2:&']

u—Zu

Réciproquement si =y ol restunréel,

u—r

u-Zu=nl-Z2)=Z(u—-r=u-reZ=

d condition que
u—r

u soit un complexe différent de r ; dans ces conditions,

Z|=

= =1 et la réciproque est vraie en limitant a
F u-r

u—r| |\u—r
u—



avez coché les cases: -

Soient les points A B d'affixes respectives A(1),5(-1) et a
tout point M du plan d'affixe Z, on associe le peint M’ du plan

0 d'affixe Z' tel que : Z'= -% : Soit C le cercle de centre A de

rayon 1 privé de O.

A s 1
SVASCS E(Z - 1)
,—B 5i M’ appartient a C, M appartient d la médiatrice de [OB]
'_C s Z-1
Z'-1  Z+1
~ (MA,ME) = (MA, MB)[ 2n]
,_E Les points O M et M’ sont alignés

corrigé C10

Vous avez coché les cases: -

I/ fallait cocher les cases: -B-C-D-E-




A-

-1-Z 0 741 Z+1

Z'-1= -i—lz =" =—_—"_ " - Aest fausse
Z Z Z

7'-1= -i—l:'lj‘z:—zfl:—ﬂslw appartient d C,
Z, Z Z VA

Z+1 BM

et par une

Z'~1/=1. On déduit que 1=|Z"-1]= [Z-1F=

simple interprétation géométrique, on en dedm’r que B appartient a
la médiatrice de [OB], B est vraie

4z 71 Z-

1 —_— =

'—l

Z Z
-1 Z-1 (Z+l\_(_Z-1)_
+1 Z+1 Z'-1) | z+1)
C est donc vraie

(M'A, MB) =( MA,MB)[2n] mE[ZZT] mo[-%}[zf] et

arg(Z'+1) - arg(Z'-1) = m+arg(Z -1) - arg(Z + 1) [2r]
arg(Z'+1) -arg(Z'-1)=n+ n+arg(Z -1) - - arg(Z +1)[ 2n]

(0, BM) - (0, AM') = m+ (u, AM) - (1,BM [ 27]
(AM',BM') = n+(BM,AM )[2n] et (AM',BM')=(AM,BM)[2n]
enfin (M'A, M'B) =( MA,MB)| 2]

7=+
Z
. Z-
Z'+1\ —7
Z'-1) Z+1°

[

1-
+1°

NN N
]| T

1 _
Z'= "= = arg(Z') = n-arg(Z) = n+ arg(Z)[2n]En passant &
linterprétation en termes d'angles, (ﬁﬁ) =+ (ﬁm) [2r] et
(mm) = H[Eirr] : on en déduit que M,O M’ sont alignés dans cet

ordre et E est juste.



