Qem

Généralités sur les fonctions

Préeambule: dans les exercices suivants, les fonctions sont
représentées dans le plan rapporté a un repeére orthonormal

direct (@ Ej)_

El La fonction f est définie sur R par f(x) =2x +x° +5x +6

A
—  Pourx =0, f(x)=2x° [1+%+%+%)
B .
[ xl—lmmf(x) =-®
C rd
= f est dérivable sur B et f'(x)=6x’+2x +5.
D
—  fest stictement décroissante sur IE.
E
- f(x) est factorisable par (x +1).
a _ B
E2 f est définiedans R - 5| par f(x) = 3x fx
o x-5

i )= oo



Ix(1-2)

~ pourx=5 et x=0 f(}r;):—g”""
1-=
X
C .
- xl_l}mmf(x) =0
- pour tout x de R -{5}, f(x)=3x +104+ 22
B x—5
E lesdroites d' équation x=5 et y=3x+10 sont asymptotesa la
' courbe représentative de f.
) . . 3 3
E3 festdeéfiniedans R—|-1:+1} par f(x)=1+—+
' : x-1 x+1
A
— Le point I(0:1) est centre de symétrie pour la courbe de f.
B .
- x|_|}rrln'f(x) =0
C lim (<) = +o0
[ w1
D .
lim f(x)=
[ xlm (x)= 0
E f est strictement décroissante sur chacun des intervalles ] —co:-1[,
-

]-1;: +1[ et J1: +oo[.



u est définie dans R -2} par u(x)= -

Lt g est définie
x-2

sur ] 0 ;: +oo[. Les courbes (Cu) et (Cg) sont tracées ci dessous

On considére la fonction composée f=gou

E4 5

l_A f est définie dans R -{2] .
> Jim ) =0.
< im0 13
Pl £

E f est strictement décroissante sur les intervalles ]—co:+1[
[ et ] 2:4eo[.

E5 f est définie sur B par f(x) =x-sinx
A _ . y s .
- la courbe de f est située entre les droites d’ équation y=x-1.
B dim f(x) =40 et lim f(x) = .
B = = 400 = D
C | f(x)
- dm ==t
D - .
—  fest décroissante sur I.
E  la courbe de f admet une tangente horizontale en tout point
' d'abscisse x=k2n, ke Z



E6 f est définiec sur B par fi(x)=2x—x°+1

A les theoremes generaux ne permettent pas de conclure
" rapidement quant a la limite de f en —o.

1
B 3x-—
—  pour x> 0, f(x) = —Kl
2+’Lw7
X
. X
c pour tout réel x, f'(x)=2- et done pour x =0
|— P ‘\JKZ +1 P
ona f'(x) = 0.
2
b pour x> 0, f'(x)= x"+4
B Jx2+1 (2J:<2+1+x}
E f est strictement décroissante sur ]-o ;0] et strictement
" eroissante sur [0 ;40 [
E7 f est définie sur [0 ; +o [ par f(x) = x4/
A -
—  sur ]0:+w [ festdérivable.
B , .
—  fn'est pas dérivable en O.
C  la courbe (C ) de f admet a I’ origine du repére une demi-tangente
" verticale.
D lapesitieonde ( C ) par rappert ala droite d’ équation y = x est
' donnée par le signe du polynome du second degré x ( x +1).
g une équation de la tangente a (C) au point d'abscisse 1 est
3 1
-

=x—_.
Y 2 2



3N X

E8 f est définiedans B--" 1k2n keZ! par f(x) =
L 2 ! 1+sinx

A
—  2m estune période de f.
B
— fest paire.
C
- fr—x) = —f(x).
D ladreite déquation x= g est un axe de symétrie pour
-
la courbe de f.
E lim |, f{x) = -
o ox—=-I
2
E9 f est définiesur [-2:+w [ par f(x)=*x+2

A

— si xe[0:2] alers f(x) € [0:2].
B

— pour tout xde [0:2]. f(x) =x.

C x — 2|

our x = -2, [f{x)-2|= ———.
- P e v
D 1
rxz2-2, [f(x)-2/=z=]x-2.
—  pour x |fi(x) - 2| E|:< |

E  festdérivableen -2 et lacourbe de f admet au point
" A(-2;0) une demi-tangente horizontale.

E10 f est définie sur B par f(x) :1 1 .

+x

= I” axe des abscisses est asymptote a la courbe de f.



B lacourbe de f admet I’ origine du repere comme centre de
[ symétrie.

C fest dérivable sur B et f'{x) = ex

(1+x?)

T

-
D . . .

- I"imoge par f de l'intervalle [O: 1] est lintervalle [0:1].
E

-

I” équation f({x) = % admet une solution unique dans [0 1].

CORRECTION
EX1

5

A- Pour x =0, f(x):2x3[1+%+?

B- lim l: 0; lim i=l'.:.'I: lim 3 =0 donc la limite de la
W P s Py R 3

+ig] factorisation simple.
x

par‘enfhése en - est égale a1l De plus lim 2x® = —w.

o

D" aprés les théorémes généraux sur la limite d'un produit
on obtient: lim f(x) =—w.

C- fest une fonction polynéme donc f est dérivable sur B et
f'(x) = 6" +2% +5.

D- fi(x) est un polyndme du second degré dont le discriminant est
strictement négatif ( A= - 116 ) donc f'(x) a le signe du coefficient
de x“sur IR.D" ol f(x) >0sur B et fest stictement croissante
sur .

E- f(- 1) =0 donc - 1 est une racine de f(x) et par suite f(x) est
factorisable par (x +1).

EXE2



A-  lim(3%* —5x) = 50 et >|<im5{x -5) =0. D'autre part :

L]
X |- 5 +00 d’ ou >=:Iir?_ f(x) = —0
x=-5 - 0 + et lim f(x) = +o
=aEt
5 5
3 (1-— 3x(1- —
-3 -

B- pourx=5 et x=0 f(x)=

e€n

x(1-2) -2
x x

simpli fiant par x.

C- lim3x=do, lm@-2)=1 et lim@-2)=1
x

4w = 4o e = twm

On peut done conelure : lim f(x) = +o

= 0

D- Cherchons trois réels ab et ¢ tels que : pour fout x de R {5},

3 -5% _ g +b+—S—  sait
x-5 X —
3%’ -5x _ (ax+b}(x-5)+c ax’+(b-5a)x -5b+c
x-5 x-5 - x-5
En identifiant les deux expresions de f(x) on obtient le systéme
a=3
b-5a=-5 quicdonne a=3 b=-10 et ¢=50
—Bb+e=0

Donc pour tout xde R—{5], f(x)=3x +1D+5—G5
K_

E- D’ apres les résultats du A on peut affirmer que la droite d’ équation
x =5 est asymptote a la courbe représentative de f.
De plus : Jimm[f{x} —(3x+10)] = lim %0 _ 0 donc la droite

I
Hatuy — 5

d’ équation y=3x+10 est aussi asymptote a la courbe de f.

EXE3



A-  lim(3%* —5x) = 50 et >|<im5{x -5) =0. D'autre part :

L]
X |- 5 +00 d’ ou >=:Iir?_ f(x) = —0
x=-5 - 0 + et lim f(x) = +o
=aEt
5 5
3 (1-— 3x(1- —
-3 -

B- pourx=5 et x=0 f(x)=

e€n

x(1-2) -2
x x

simpli fiant par x.

C- lim3x=do, lm@-2)=1 et lim@-2)=1
x

4w = 4o e = twm

On peut done conelure : lim f(x) = +o

= 0

D- Cherchons trois réels ab et ¢ tels que : pour fout x de R {5},

3 -5% _ g +b+—S—  sait
x-5 X —
3%’ -5x _ (ax+b}(x-5)+c ax’+(b-5a)x -5b+c
x-5 x-5 - x-5
En identifiant les deux expresions de f(x) on obtient le systéme
a=3
b-5a=-5 quicdonne a=3 b=-10 et ¢=50
—Bb+e=0

Donc pour tout xde R—{5], f(x)=3x +1D+5—G5
K_

E- D’ apres les résultats du A on peut affirmer que la droite d’ équation
x =5 est asymptote a la courbe représentative de f.
De plus : Jimm[f{x} —(3x+10)] = lim %0 _ 0 donc la droite

I
Hatuy — 5

d’ équation y=3x+10 est aussi asymptote a la courbe de f.

EXE4



A= L ensemble de définition de f est symétrique par |‘-:1pp-:r| t au réel 0.

1 1 3 3 3
E[‘f{l::- +x)+F(0 —x)] = §[1+:<—1+:<+1+1_:<+1 — 1] 1.
Donc le point I (0 : 1) est un centre de symétrie pour la courbe de f.

B- lim i='iI:' et lim i='D done lim f(x) =1

Hea-my —1 He—wy +1 W — G0

C- Im =+0 et lim [1+ 3
el x —1 | x+1

1=2 donc lim f(x) = +o0
2 |
. 3 . 3 1 .
D- lim — =400 et lim [1+—]=-= done lim f(x)= 4w
a1 % +1 w1 wx-1 2 sl
E- £, fonction rationnelle . est dérivable sur tout intervalle de son
ensemble de définition soit sur J-co;-1[, ]-1: +1[et]1: +oo[.

-3 -3
f'(x) = Il est évident que f'(x) <O sur les
(=t g que ()

intervalles précédants. Donc f est strictement deécroissante sur
chacun des intervalles ] —co;—1[, ]-1: +1[ et ]1: +w [

EXES

A= La fonction composée f = g . u est définie si la fonction u est définie
et si le réel u(x) appartient a I'ensemble de définition de la fenction

gsoit si x =2 et si all
x -2

que celui du polynome du 2°™ degré (x - 1)(x-2) pour x = 2.
Done f est définie sur les intervalles - +1[ et ]2: +ow [.
B- limu(x)=0" et Ilrn g(x)=—0 donc lim f(x) =—w
=l

Y |

>0. Le signe de ce quotient est le meme

c- ><Ilm u(x)=1 et Llrnlg(x) =19 donc xlinlwf(x) =19.
d- limu(x)=40 et ><Iim g(x)=2 done img flx)=2.

s+

E- uest dérivable en tout point x; de R {2} et g est dérivable en
tout point u(xy) tel que u(xy) > 0. Donc la composée f = g, u est
dérivable sur les intervalles ]-—oo;+1[ et ] 2;+co[.
Les fonctions f et g ont des sens de variation opposés donc la

composée f =g, u est strictement décroissante sur les
intervalles ] —co: +1[ et ] 2:+eo[.

EXE6



Pour tout x de B, -1<sinx £+1. Alors -1=-sinx <+1 puis
x—1=x-sinx =x+1 soit x-1=f(x)=x+1.

Interprétation graphique de cet encadrement: la courbe de f
est située entre les droites d' équation y=x-1let y=x+1.
f(x) =x -1 et x“_l;l‘lﬂ(!( -1)=+» donc xl_iﬂa f(x) = +0

f(x) =x +1 et ><|irn (x+1)= - done x|in_1m'f(x):—mh

Pour x 0 f(x) _X—sinx . sinx
X X x
or lim3MX _1 ( voircours ) donc lim ) =0.
=l % 0¥

f est dérivable sur B comme somme algébrique de fonetions
dérivables sur IE .

f'(x) =1-cosx . Puisque pour tout xde |2 cosx=1ona
f'(x) = 0 et donc f est croissante sur .

f'(x) =0 = cosx =1=x =0 (mod 27) donc la courbe de f

admet une tangente horizontale en tout point d’ abscisse
x=k2n, ke Z

EXE7



A- ><Iirn (2x) = < et ><Iim (—+x" +1) = —to . On peut done conelure
a I’ aide des théorémes généraux : lim f(x) = —<o.
PR
B-

En multipliant et divisant f(x) par son expression conjuguée :

'F{}(}:(a_ﬁ)(gx+ﬁ)_4xz—(xz+1)_ 3xZ -1

2x + 4x% +1 o2+l 2x X+l
pour x>0, Wl = ,sz{1+ Kiz} :::(J1+K—12~ Alors, pour x > 0,
K{3K—l) 33{—£
f(x) = X~ _ x
x(2+‘f1+i2} E‘+‘f1+i2
X X

, . 2% X

C- pour tout réel x, f'(x)=2 Y| 2 o,
et il est évident que pour x =0 ona f'(x) = 0.

D- pour x> 0, le signe de f'(x) n'est pas immédiat.Transformons
I écriture de f'(x) en deux étapes :

s ) L 24x* +1-x
- réduction au méme dénominateur f'(x)= ————

fx°+1

- utilisation de I” expression conjuguée du numérateur
£ ) = (2o +1- x)(2afx* +1+x) \ 4(x* +1) - x*
D12y +1+%) W 1Y +1+%)
soit f'(x) = 3"+ 4
IxZ4+1 (@¥xE+1 4+ %)
E- 1Ilest clair que pour x > 0 on a egalement f(x) > 0. Finalement

pour tout x de I ona f'(x) > 0. On en déduit que f est
strictement croissante sur E.

EXE7




Sur ] 0:+co [ fest dérivable comme produit de deux fonctions
dérivables sur cet intervalle.

La fonction x > -/% n'est pas dérivable en 0. Les théorémes
généraux ne permettent pas de conclure quant a la dérivabilité
de f en 0. Aussi revenons d la définition du nombre dérivé:

lim M lim x-\f’_ = lim 4% =0 _ limite finie, donc f est

el x—0 Ml o Hs )
dérivable en 0 et f(0)=0.

la courbe (C) de f admet a l'origine du repére une demi-tangente
de coefficient directeur f (0) = 0 donc horizontale.

la position de (C) par rapport a la droite (D) d'équation y = x

est donnée par le signe de la différence

d(x) = f(x)-x = X — X% = X(J; ~1)= “(J;:Ei)—f_f*‘i) g J:E;:_i) _

d{x) étant du signe du polyndme du second degré x (x +1),

on en déduit : x O 1 +oo
fix)-x|0 - 0O +
) (9]
©IO B ©

une équation de la tangente a ( C ) au point d’ abscisse 1 est
y—f()=F"{1){x -1) . Or, pour x >0, f'{x) = \E+x% soit
3%

done f'(1) = ; Par suite une

f'(x)=£+g=

équation de la tangente est y-1-= %(x ~-1) ou y= %x - %

EXES8



A-  Pour tout x de |'ensemble de définition D de f, (x+2m) D
i 2 sinx
bt 2ny = SO - _f 2n est
o flc+2m 1+sin(x+2m 1+sinx (<) car 27 est une
période de la fonction sinus. Donec 2711 est une période de f.
B- Dn'est pas symétrique par rapport au réel O donc f nest
hi paire ni impaire.
e- N sin{m —x) __sinx _
for—x) 1+sin{m—x) 1l+sinx 69
D- D est symétrique par rapport au réel 121: et f(n- x) = f(x).
Donc la droite d'équation x = g est un axe de symétrie pour
la courbe de f.
E- lim sinx =-1" donc lim _(1+sinx)=0". Alors lim  f(x) = 0.
><—>—§+ >< ->-§+ ><—>—%
EXE9
A-  Par inégalités successives on obtient :
si xe [0:2] alors (x+2)e[2:4] puis fx+2¢ [/2:2].
Or W20 et 2=2 done f(x) e [0:2]
B- mexzﬂ,ﬂﬂ—x:1&+2—x:LK+2_HLK+E+K)WH
M +2+x%
— 2 p—
f(x)-x = X+2-XQ x+Dx+2) . On en déduit facilement
IX+2 + % X +2+x
que pour tout x de [0:2] f(x) —x = 0 donc que f(x)=x.
C- Pour x=-2, f(x)-2=x+2-2= (Wx+2-2(x+2+2) ou
Jx+24+2
2-4 x-2 Ix - 2|
fx)-2=22"2 — X" donc [f(x)-2|= ———c .
G Jx+2+2 fx+2+2 lt) | Wx+2+2
D- Pour x=-2 ona fx+2=0 puis x+2+2=2 et
1 1 1
== done [f(x)-2|==|x-2
Gz tz o 252
B+ hm fO-FCD W2 = +o0

xa-2 x—(-2) Kol X 4+ 2 K2 x4+ 2
En effet pour x > -2 ona x+2>0 et x+2=(yx+2)

f n’ est donc pas dérivableen -2 et la courbe de f admet
au point A(-2 :0) une demi-tangente vertiale.

EXE10



-
1

im (1+x°y =+ donc lim = 0.0n en déduit que

b Rt ] 43 °

lI'axe des abscisses est asymptote a la courbe de f en +w
Pour tout x delB, -x =B et f{—x)= f{x). Donc la courbe

e f admet l'axe des ordonnées comme axe de symétrie.
de f admet I* d d
—2x

(1+x2)

f est continue (car dérivable) et strictement décroissante sur[ 0:1].

Bone f ([0 : 1]) = [f (1) : £ (0] = [%; 1.

3 e[ % :1] donc d'aprés le théoréme des valeurs intermédiaires

4

I'équation fix) = % admet une solution unique dans[ 0 1].

f est dérivable sur B et f'(x) =




