Qem,
Caleul intégral

Guesmi.B
El Caleuls simples d'intégrales a l'aide de primitives
A 4 1 2 1
t+1l+— - di=—.
- b & JEJ 4
B 2 X 2
T &==
I -!D (x? +1)° 5
C 3 2a
; du = 2(/11-+f3).
L fut o
D N
= EEI? cos? xsinx dr=——.
BT sinax+E)de=0
- .!n sing 2x Z} =0.

corrigé Cl

Vous avez coché les cases: -

I/ fallait cocher les cases: -B-C-




Une primitive sur [14] de f:r.—:»r.+1+i2—% est F telle que
: £

2 -

F(:}:%ﬂ—%—alﬁ, Done j:f(;)d.;:[p(;)]::%_
i , 1l -2

Soit fix—}(xng)g, On peut écrire f(sz—g[ﬁ]

1] —»' ..
Alors f:—E — |. avec v x —=x+1, dérivable et non nulle
¥

sur [0,2]. Une primitive de £ sur [0;2] est donc F:—%lx
v

2
Done j;f(x}dr, =[2(x_21+1)} =%.
i}

. 2u . 2u
Soit f.u— . On peut ecrire fiu) = 2[—:|
it 42 P ofit +2

Alors £ = EL:}_}[, avec v u —u +1, dérivable et strictement
¥

positive sur [1.3]. Une primitive de £ sur [1.3] est done

F =2+Ju* +2 . Done j'ff(u)atu - [EME =2 f11-+3).

Soit f:x —cos’ xsinx. On peut écrire  f(x)=—[cos’ x(—sinx)].
Alors F=-u'n' avee u:'x —cosx,dérivable sur [U;%].

3
i

Une primitive de £ sur [0;—] est donc F:—?.

B2 | =

Ik |
—

3 ko’
Done jnﬂf{x:.aix:[ ""’3’”’} =5
I

Une primitive sur [D;%] de F:x —s=inf2x +§,‘I est F telle que

Fix)= —%cosﬁx +%). Donc j'D%f(x):fr = [F(x)]é :%_



E2 Les classiques a ne pas manquer |

A e lnx 1
- b T
B .32 1
de =2
N -!ﬂ xln x
c 2 1 3
CE s
‘rocos'x 3
x= ” 1
Pour tout x de R-'1!_ - =1+ + - done
D T -1 x-1 (x-1)
|_ .0 2 F."‘
[, —— dx=——+ln2.
T x-1) 4

r Une primitive sur ]0; 4o de f x—lnx est Fox =>xlnx-x.

corrigé C2
Vous avez coché les cases: -

I/ fallart cocher les cases: -C-E-







»

lux 1

Soit f:x == . Onpeut éerire fix)=inx.—.
X X

Alors F=u'u', avec u:x —inx,dérivable sur [l e].

2
Une primitive de f sur [le] est donc F= %

ﬂ'mxf:r:l

5 =

Donc | f(x)dx :[ .

1

1
. On peut écrire  fix)=-—%.
Inx

Soit f:x —
xlnx
Alors £ = H;, avec u:x —»inx , dérivable et strictement positive
i

sur [e,¢']. Une primitive de f sur [¢,¢'] est donc F=Inu.

Done | f(x)dx=[nflnx)] =in2.

- 3
I} 12 e = [tan x| :m;zf—mnle—i,
Frostx « 4 3 «'E

3

2
On peut vérifier que, pour tout x de R-{1}, 1+ g ! x

+ = =

x-1 (x-1° (x-1)

f:x—}il est de la forme 2 X avec u x —x—1 dérivable et
x— i

f:x—}il est dela forme 2 X avec u x —x—1dérivable et
X — Y

strictement négative sur [-3,0]. Done une primitive de # sur [-30]

est F=2Mnf—u).

¥ , n
- estde la forme — avec v:x—=x-1 dérivable

X =
. (x-1 v

et non nulle sur [-30]. Donc une primitive de g sur [-30] est _—1.
¥

0

: 0 x 1 15

Finalement | —— _dv= x+2£n(—x+1)——:| =42,
Ex -1 x-1], 4

Soit a un réel strictement positif. La fonction f étant dérivable

sur ]0+od , une primitive de £ sur cet intervalle est la fonetion

F définie sur ]0,+od par Fix)= | "ot de. Clest la primitive de £
s 0
sur ], +oo qui s‘annule pour x = a. Intégrons par parties :
1
) r - _
alors 4% £ i

viE)=t

e, sont derivables sur 0, +od .

uE)=int

PDSDI‘IS {v r["_i/:l _1

Frx)= [rfnr]:— jfldr: xfﬂx—afna—[r]: =xhx—ainag—x+ta.

Une autre primitive de In sur ]0;+cd est la fonetion x = xlrx—x.



E3  Caleuls simples utilisant les propriétés de I'intégrale

.1 .1
lu xe® de = lﬂ xe¥d .

A a4+ & + | h—— dx=3
nil+xi+ n =23,
B D l+x
B .: -1
- !e1+x2dr+!e1+x2dr=0.
41 =3
C .
— | -1 =21
D ;a
= !_4 xeX = 0.
E
-

corrigé C3
Vous avez coché les cases: -
I/ fallait cocher les cases: -A-B-
A-  Pour tout x >-1, ln% =—In({1+x7, donc en utilisant la linéarité
<+ x

de l'intégrale, il vient :
1
1+ x

B- [ M e = [ 4 2 done I} R W [ R A )

c- E =1 dx = I;|x—1|cfx+jf|x—1|dx.or sur [0.1], x—1<0,

[} tati+x)+9 de + [ n—— de = [ 3dv =[3x], =3.

donc |x—1]=-x+1 et sur [12], x-120, donc |x—1=x—1. Alors:

2 ! 2 2
E e —1] dx = I;(—xﬂ)afﬁjf(x —1)&:[—%+x} +[%—x:| =1,
0 1
B- >0 sur R et x° <0 sur [—4—1]. Donc x’¢* <0 sur [-4:-1].

1
Alors L xe¥de = 0.

1 1
E- Sur[0l]ona x*=x donc x‘e®= xe®. Alors _L x%e® & = _I-D xe®dx .



X

Seoit la fonction f définie dans R—{-1.+1] par fix)=———
- . . (x? -1

e oo - e
et I'intégrale | fFix)dx ou aet b sont des réels

A . .
— f est dérivable sur les intervalles ]—co;—1[, ]- 1, 4+1[ et ]+ 1;+oo[ .

Pour tout x de R—-{-L+1}, f(x)= —%[—;zij}

B (x“=1)

I_ d 1 _vl . 2
ohe f:_ET ou v x —x°-—1.
v

C
— f admet des primitives sur [0,2].

-3
I-= jgf(x} dx existe et une primitivede £ sur [23] est F

D

telle que Fix) L _2_1
X)) =— f
q 2 x -1

9

I=—-.

B 48

corrigé C4

Vous avez coché les cases: -

I/ fallait cocher les cases: -A-B-E-




A-  f estune fonction rationnelle definie dans - {-1,+1}, done

F est dérivable sur les intervalles ]—oo;—1[, -1 +1[ et ]+1;4c0[ .

B- On fait apparditre la forme connue _[v((ﬂz en écrivant que
yYix
) ) 1| -2x
pour tout x de R-{-1+1}, _,F(x,}:—E W .
x4 —

1 —»' 7
Alors =—_ avec ». x —x~—1.
d 2[?}

C-  f vest pas définie (condition nécessaire) sur[(,2]. Done #
n'admet pas de primitive sur cet intervalle.
D- Sur [23] f est dérivable. On peut done affirmer que # admet des
primitives sur cet intervalle, done que I existe. Une de ces primitives
1 1

3520

est la fonction F telle que IF:—%l soit Fix)=—
¥ x“—

3
1 1 1 1
E- I: _-— =|——]—[——]=
{ } ( lﬁj ( 6)

3
5 48"

Dans le plan rapporté a un repere orthonormal la courbe (C)

représente la fonction f définie sur R par f(x)= —x+e **

Onnote Al )| aire de la

partie du plan limitée par (C),
l'axe cles abscisses et les

ES droites d'équation x=0 et
x=2:
Onnote A(A.) l'are de
I'ensemble des points M(x, )
du plan tels que 1=x =2 et

—x2y= fix)

A .
= Mﬁﬂ:_j;f{.x) dx unités daire (u.a).

B S5i, pour tout réel @, on note I(crj:_[lmf(xj dx, alorsona:

&E Aide l

Hay?—T; —e® 7t e

C
— AM)=-I0-1(2 ua



-
1 1
= Afd)=e—1+— uwa et AfA=1-— ua
=4 &
corrigé €5
Vous avez coché les cases: -
I/ fallait cocher les cases: -C-E-
2
A- f ne garde pas le méme signe sur [0,2] donc A(&ljijn Fix)dx ua.
2 [*
B- Pour tout réel =, I(.::r}:_I-ﬂG (—x+e_x+1)afx: I :—i—e'ﬂ“’l +=
1 a2 a2
C- f est dérivable sur [1.2], positive sur [0:1] et négative sur [1:2]. Done
1 2 0 2
enua A(A) =_[Df(x}dr —L Fixide = —L Fixde —L Flxdde =— L0 = T(2) .
D- Sur[L2], f et g x ——x sont dérivables ,et F= g. Donc
2 2o _
Alh,) =]1 [£(x)— gx)]dk =L e ua
E-  A(A) :—(—e+§j—[—2—e'l+%):e—1+e"1 u.a.
2
ACAL) :[—e_x+1:| = -h=1-e! ua
1
. Infx+1 —
Soit f definie sur 10, +co par f(x)= - et l'intégrale
E6 x
Lie) = |1af(.x]| dx , ol a est un reel strictement positif
A Pour x =0, 1 __1?
I xix+1l) x+1 =x
B Une primitive de g:.x sur 0,4+ est done la fonction G
xix+1)
el x
telle que Gix)=1 .
1 (x)=1n x+1
c Alaide d’une intégration par parties et des résultats précédents
™ ontrowe: Ifa) = 22 - nUt@ @
P a+1
D lim I{@)=2ln2-1
a0

o
A(A) =, —* & ua

3
-



=

- In(l +a) =1n[a(l+ lj] =lna +1n(1+l)~ On en déduit  lim I{a)=+wm.
[ fv ] Qoo

corrigé Cb6

Vous avez coché les cases: -

I/ fallart cocher les cases: -B-C-

p 1 1 x—(x+l -1
A-  On vérifie aisément que, pour x >0, LTS Gl :
x+1 x  xix+1l  xix+1
Done, en realite, pour x>0, ! :l—L .
xix+1) =x 1
1 1 o
B- g x—>—-— estdelaforme —-— avec u:x =x et v x —x+1,
x x+1 o

u et v étant dérivables et strictement positives sur ]0,+uf . Done
une primitive de g sur ] +cd est G telleque Gix)=Ilnx -In(x+1)

soit Gix)=In

x+1
C- Caleulons I{w) a l'aide d'une intégration par parties.
ix)=Inlx +1) B'x) =L
Posons < 1 alors xi_H
'R ()= =
X
v uv' sont derivables sur 0, +cd .
Alors Iia)= |:—1n[x +1}:| —l . dx =_—11n(a+1} +1n2+[G(x} ]'E ,soit
L xix+1) i !
Ig)=2In 2 — M+ g @
b e +1
D- apr‘es le cours, lim ln(l_m}:l. D'autre part lim 2 0 et
20 o =0 g4+
lim InX = 0. Done lim In——=—oo. Alors lim I(a) = 0.
Xl gz a+1
E- lim (1+—) 1 et 11m InX=0 done lim In{l+ ) 0.

lim Ine=+c0. D'autre part lim ——=1 et lim InX =0 donc

& = Ho oy +1

lim In—2—=0.Onendéduit: lim I(e) =

[ BT a1 84 4o



Soit les integrales 1= (¥ e® cos? x d , T=| e®sin?x dx
E7 l ln
et K= I‘DrrexcosEx dx

A A l'aide de deux intégrations par parties successives on obtient :
- £ -1 K e’ -1
B
-

E=———-—  puis K= :
4 4 5

I+T=&".

- . 14+cosza
En wtilisant la relation cos®x = — o trouve que

I=lj"em~, + g soit I=E(e”"—1),
D40 2 5

C

D I_Eeﬂ +3
B - 5

E |:-::-s2 x —sirl2 x=co:2x donec I-J=E.
" On retrouve ainsi la valeur de ¥ obtenue au A.

corrigé C7
Vous avez coché les cases.: -

I/ fallait cocher les cases: -A-C-E-




uixi=e

X
u'x)=e
(x) alors

A- Posons 1
vix)=coslx V[/x):ES'iHZI

u u’, v, v sont derivables sur E .
T

1 em ] 1
Donc K=[—exmm2x:| - [ﬂ—e:xmkzhdx=——iﬂexmm2xdx.
o g 0oz o0

Soit M= | e sin2x dx.

_x u'(x)=e"
Posons u(x)=e alors 1
vix)=sinix VL(.I:):—ECGSEI
u u’, v, v sont dérivables sur 1.
n
Done M = —lExCGSE.x —iﬂ—lewaEx mzfx::l—léJI +1K,
2 g 02 2 27 72

mn_ n_
Alors R=-2|21 1o lp| pos g0t E puis g-f 1
212 27 Tz 4 4 5
- - ¥
B- I+1= j;ex(mszx-l-ﬂ'nz x,i'dr:ti; e dx = [ex]D =e" —1.
- - x - -
C- 1=[lex X g reteonx b It o 1R e cos2n d
i o | o 510 o 40

].'ﬂ ¥ ]. ]. L ]. ]. m ]. L 3 L
I=— de+-FE=—(e"-1j+-—E=—re" -1+ —re"—1)=Zre" -1).
S G e G e Gl Vet LY

D- De I+J=&"-1 on tire J:e“—1—I=e“—1—§(€“—1)=§(€“—1),

E- I-T1= [;ex(cﬂszx—mngx)dr: F;ExCGSEx de=E .

On retrouve bien la valeur de £ obtenue initialement, a savoir

3 2 e’ -1
K=I1-T=Z¢e"-1)-Zre"-1)= .
Sy e —1)=—

P ¢
E8 Soit la fonction F définie sur I=]0, 400 par Fix)= I e? dt

A
— Fest la primitive de Fsur T telle que Fili=2.

B .
r F est décroissante sur I.

C Fx ] cx @ —1

— Pourtout x del, lnx=| - dt done Flx)-lnx =| dt



Pour x>0, lesigne de F(x)-lnx est résumé ci-dessous :

D x |0 1 400

-
Fix)-inx + 0 +

Le tableau des variations de F est le suivant :
x 0 +oo

E Fix) n

2 +o0
Fix) /

—o
corrigé C8

Vous avez coché les cases: -

I/ fallart cocher les cases: -C-E-




t
A-  F:t—% estdérivable sur I. Donc F est la primitive de fsur I
Fd

qui s‘annule en 1, soit telle que F1)=0.

B- F étant une primitive de f sur I, F est dérivable sur T et

Firx) :f(x):é, Comme e* > 0 sur IR, pour x =0 ona Effx) =0
sur I et donc F est croissante sur I.

C- Pour x>0, F(x)—fnx=~i1x iidg—jlx %d::jlx i‘l

-1 =0. Alors, pour x =1, jrlx e':—l

de.

B- Pour £:=0, et::-l.Donc ¢ i =

«] L . . X 18

De méme pour U<x <1, ix ¢ ldlr::-lifl soit ]1 Y
: i : 1

Pour x >0, lesignede F(x)—Inx est résumé ci-dessous :

x|CI 1 +00

df <0,

Fixi—lnx
E- Pour x=1, Fix)=inx.Or ilime Inx=+o.Donc lim Fix)=+00.
X—5+60 X—s+e0

Pour 0<x <1, Fix)<inx.QOr liminx=-0. Donc Ilim Fix)=-0.
x—ll x—s0

Le tableau des variations de F est done le suivant :

-0 ¥

x 0] +oo
Fix) n

+oo
Fixh /

~=B

0,

Soit £ la fonction définie sur R par fix)=e * In(l+e™)

E9 Pour tout réel strictement positif o on pose:

o) = [Z foode, Te)=["—— & et K(e)=["—— d
(ﬂi)—_lu fix)dx, (ﬂ)—_ln Too® e (ﬂ)—_ln 7
o Gel positif

= I{e) est un reel positif.

B [

- Jei=o + n 1€

C e =%0- 2y &

- K@=l



x
—  Pour tout réel x, f(x)+.f'(x)=——.
1+e
E  De larelation précédente on déeduit par intégration :

| Ne)=Kie)- fie)+1n?2.

orrigé C9
Vous avez coché les cases: -

I/ fallait cocher les cases: -A-C-E-

A-  Pour tout réel x, e * >0, 14 =1 done n(1+e™) =0.

Alors pour tout réel x, fix)=0.Done _f;gf(xj dx est un réel positif.

X i
(=4 Ir
est de la forme = avec u:x —1+¢™. Comme u est

14+e* i
dérivable et strictement positive sur R, une primitive de g sur

B- grx—

o
est G=inu. Alors :r(g:)=[m(1+exj}: =;;g(1+e“‘j—m2=m1+: ,

X

1 (1+e®)—e® e

X

) dx soit

1 F o
=1- x,Alws K(a}:_[n (1-

1+e* 1+e 1+e 1+e*

) o
K{e) = _j;‘afx — T(e)= e 4 H; ,

Pour tout réel x, Flix)i=—e *in(l+e*) +&* done

¢

1+e*
3 1
1+e® 1+e&*
De la relation pl‘écéden’re on deduit par intégration :

|“fyde + [Cfxyde =[° ' & soit
0 0 0 ite

FO+F )= e Tl +e®) - Fln(l+e™) +

m
1

X

(o) +[f )] = K(e). Dol I(e) =K (&) - f(o) + In2.




Soit (C) la portion de courbe représentant sur [0;1] la fonction
fdefinie par  fFix)=(1-x)e* , et seit (&) le domaine plan
limite par (C) et les axes de coordonnées

On veut déterminer le volume V du solide engendré par la
rotation de (&) autour de (Cnx)

A L’ intersection du solide et du plan d'abscisse x, perpendiculuir‘e a
" laxe de révolution, est un disque de rayon AH =(1-x)e*.
1

B En unités de volume, E:I (1- x)? &% dx .
[ T 0
1
l_C 51 on pose I:_I-D(l—x}ezxdx alors g:—%{f.
D T e +3
[ - 4 :
E Z_
— V= le” =3) unités de volume.

corrigé C10

Vous avez coché les cases: -

I/ fallait cocher les cases: -A-B-E-




L'intersection du solide et du plan d'abscisse x, perpendiculaire a
I'axe de révolution, est un disque dont le centre a pour abscisse x et
dont le rayon AH est égal a I'ordonnée du point A de (C) d’abscisse x.

Cette ordonnée est positive car 0=x =1. D'oll AH= fix)=(1—x)e*.
L'aire du disque de rayon AH est S(x) — g AH? = 7(1-x)%e?* ua.

2 2x

. rl -1 e
Alors le volume du solide est V:jDS(xjafx:jD 71— x)“e“*dx unités

-1
de volume. Done V. [D(l—szehdx uv.
z

rl I '
Caleulons v [Dﬂ— x)2e?® & en intégrant par parties.
-

_ o 2 u'(x)=—2(1-x)
Posons ae)= (- x7) alors 1 5
v'(x)=€2x "’(x)=§‘5-' *

u, u’, v, v sont dérivables sur & .
1

-1
Done V. [l(l—szezx} - |.—(1- x)e?*dx . 5i on pose
T 2 n A0

-1
I=]a- x)e**dx alors v_o 1.5
N T

el b .
Caleulons 7= In (1-x)e**dx  en intégrant par parties.

— - u'ix)=-1
Posons {H(x]‘ (Exx]‘ alors

r'ixi=e vix) = %sz

u u’, v, v sont dérivables sur ®.
1

1 1 1
e dr=——+—| ¥ dx. Alors
2 240

1 ix 1
D e - =
onc {2( xe L .Ir:- 5

. 1
J=_l+l[lgh =_l+l(€2_1) soit I=—(e2 —3).

2 212 2 4 4
Vo101
=—_4_

Onen deduit : =
T 2 4

7_
(e® - 3;|=d—1l (€* -5 soit V= w .




