Qem

ARITHMETIQUE

Préambule: dans les exercices suivants, les notations sont
habituelles.

El  Sia=b(n)

A _
- ‘a’er,a—x:b—x[n]

B
- a+n=b|n]

€ axx =bxx[nxx| Aide )
-

D

= h!
~ a'=b![n]
E ..
—  ndivise (b-a)
CORRECTION
Cl

A- ‘V‘.{EZ,-J:-J(H) donc VﬁEZ,a—J:b—J[ﬂ]

B- n=0(n) donc a+n=5[xn]

C-  six=0, 0=0[0]. Sinon, 5—a=ixn donc enmultipliant par x non nul, bx - ax =i xnx ce qui

end'autres termes signifie axx=bxx[nxx]
D- al= b![n] non : par exemple 5= 1[4] mais 5!= 0[4] donc D est fausse
E- OUI n divise (b-a) car #—a =% xn donc n divise b-a ou a-b au choix par définition.

Daons Z, si a divise b, a divise -b.



Soient a et b deux relatifs , g=(anb), m=(avb)
et a=gxa' ainsique b=g =D’

A m=a'xbxg
2 (@nb)=1
,—C (@'+b'na'<b"=1 Aide )
|_D (@a+brm)=(anrb)
P @+ b*ra'+b)=1
A- A est fausse: m=|a'xbH'|xg ;en effet, par essence m et g sont des

nombres strictement positives, ce qui n'est pas le cas de a' et b'.

B- Presque une définition. Si g est le pgcd de aet balors, a=gxa’,
h=gxh' et (¢'nsN=1.B est vraie

C- Soit g =(u'+td'rnae'xd"). Gdivise d'(a™+b") et b'{a+b", donc a'(a'+b')-d'b’ et
b'(a'+b')-a'b’, soit a’* et b'*. g divise pged(z'?,2'5")= 2" pged(s ', b)) =a'
et g divise pged(d'?,a'E") = b pged(e',b)=5". Onadonc g=1. C est
vraie

D- Une conséquence triviale. On multiplie par g :
glatp'rgxb=zg=(ank) et (ga'tgh'ngabY=(anb);D est juste

E- Tl suffit de prendre a'=3 et b’'=56 pour voir que ceci est faux. En effet, la
somme de 2 impairs est paire et la somme de 2 carrés impaires est paire .
Ceux nombres pairs ne sent pas premiers entre eux

E3 Soit le polyndme P défini : YneN, P(r) =" —n

P(n) est pair

P(n)=0[4] -

A
-
B
-
C 3 .
— n" —n estdivisible par 3

= 7 -n=0[6]



¥ P(n)=0[12]

r

corrigé C3
Vous avez coché les cases: -
I/ fallait cocher les cases: -A-C-D-
A-  Sinestpair #n=0[2] et donc #’=0[2],par suite n*—#n=0[2] et P|

est pair.
Sinestimpair n=1[2] et donc n’=1[2] ,par suite #° —n =0[2] et

est pair. Par disjonction des cas P(n) est pair
B- P(h) = 0[4] P(2)=6 n'est pas congru a 0 modulo 4, donc B est fausse
C- n=03)=n"=03) et i -n=0(3) ; deméme r=1(3) =>r" =1(3) et
n'—n=003) ;enfin n=23)=n"=2(3) et #* —n=0(3). Par disjoncti
des cas, on a montré que F(n)=0(3).
D-  On sait que P(n)=0(2) d'aprés Aet P(r)=0(3).2 et 3 sont premiers
entre eux, donc d'aprés le corollaire du théoreme de Gauss, P(n)=0(6
E- P(6)=210 n'est pas congru a 0 modulo 12. Donc cette proposition est fa

E4 Soita=3n-5 et b=2n-7définis¥vnz>4

A aet b sont premiers entre eux pour tout n. Aide )



~  Sin=12345, alors le pged(a,b) vaut 11.

~ Tout diviseur commun a a et b divise 11.

, 2a
Il existe des valeurs n pour lesquelles — est un

entier naturel.

T n=10=2a-3b6=11

corrigé C4
Vous avez coché les cases: -

I/ fallart cocher les cases: -B-C-D-




A-  Sin=9,a=22 et b=11, ce qui infirme la proposition.

B- Sin=12345,a=37030 et b=24683 ; 24683 est un nombre
premier, donc a et b sont premiers entre eux.

C- Sid diviseaetb, il divise 2a-3b=6n-10-6n+21=11, donc C est

Juste
D- Onavuen A que sin=9, 2a=44 et b=11, donc % =4 La

proposition est donc vraie.
E-  Ilest clair que n=10 = 2a - 36 =11, mais que la réciproque est
fausse. I| suffit de voir la réponse de la question A.

E5 Soit le polynéme P défini: Vne N, P(n) =9"

A
~ P(5) =1[11]

B
~ P(60) =2[11]
C Il existe des valeurs de n pour lesquelles le reste

" de ladivision de P(n) par 11 est 2 _Aide

D
~ 2xP(n-1)=2"[11]

E
~ P(2)s’écrit (2D9) en hexadécimal




corrigé C5

Vous avez coché les cases: -

I/ fallart cocher les cases: -A-D-E-

9° =4(11), 9°=4°=16=5(11), d'oll 9°=5x9=1(11) ; A est donc
Juste
si 9° =1(11) alors, 9" =12(11) et 9**=1(11) ; B est fausse.
Cherchons les congruences successives des puissances de 9
modulo 11: 9 =9(11), 9°=4(11) 9°=3(11) 9*=5(11) 9° =101
et le cycle est fini ; les seules congruences modulo 11 des
puissances de 9 sont 9,4,3 5,1 et donc la réponse est négative.
est fausse.
Pour n variant de 2 a 6, les congruences respectives de 2 [ 1

sont : 7,8,6,10,2 et celles de 2 xP(n-1)[11] sont: 7,8,6,10,2 .

Cette éqalité est donc vraie.
P(3)=719 et 2D9==2x16" +13x16+9 =729 ; la proposition est
Juste.

Soit n appartenant a N, et (a,b)eZ <7

(n=8a+1

E vérifiant :- et 'equation (E) : 8Bx+5y =1

6

|n=56b+2

ol (x,y)e Z~Z

A L'ensemble des solutions de (E)

-
est

B

5 ={(5k -3 -8k +5), k Z|

Aide
| ——

~ (a,-b)est solution de (E)



& n=15[40]

D L'ensemble des solutions de 8x+5y =100 est

5 ={(5004 —300,-800k +500), k |

Un groupe d’hommes et de femmes ont dépense I
g pieces. Chaque homme a dépensé 8 piéces et chag
~ femme 5 pieces. Le probléme qui consiste a cherc
le nombre d’hommes et de femmes admet plusieur
solutions.

corrigé Cé

Vous avez coché les cases.: -

I/ fallart cocher les cases: -A-B-E-




8Bx+by =1
8x-3+bxb=1
8(x +3)+5(y—5) =0.5 divise 8(x+3), or 8 et 5 sont premiers ; d'apt

théoreme de GAUSS, 5 divise x+3, et x=5k-3. On en déduit que y-5=-8|
'ensemble des solutions est bien S = {(5}’( — 3, -8k + 5),}’1’ EZ}. A e
Ona n—-n=8a+1-56-2=0dot 8a-5bH=1 etB est juste.

On sait que (a,-b) est solution de (E) et on connait toutes les solutions ¢
donc n=8(5k-3)+1=40k-23= 17[23] ; on obtient la méme chose ave:

est fausse

(-3.D) est une solution évidente. Donc et par sou

8x+5y:100

8 x10+5 x4 =100
soustraction, 8(x —10) +5(y —4) = 0.5 divise 8(x-10), or 8 et 5 sont

premiers ; d'aprées le théoreme de GAUSS, b divise x-10, et x=bk+10. O
déduit que y-4=-8k, donc 'ensemble des solutions est bien

S = {(5!’( +10,-8k + 4),}'{ EE}. D est donc fausse. La tentation ne

faire perdre la téte. Il y a des méthodes, il faut s’y tenir.
On doit donc résoudre 8x+by =1,avec x et y qui doivent &tre posit

(10 4) est une solution évidente. Donc et par

donc DA+10 >0 A >-2et Bhk+4>0=k i%;ilyudonchuh

qui conviennent : k=0 et k=-1, soit 2 solutions (10 .4) et (5,12) ; la répons
donc juste.

g7 Soient a et b deux entiers premiers entre eux

A

~ a+b et 2ab sont premiers entre eux

B

~ a® etb® sont premiers entre eux

Aide I

¢ pged(a+b, ab)=1



-
|—D (at+b) et (a®-ab+b?*) sont premiers entre eux ou
divisibles par 3

E Ilexiste des valeurs de aetb pour lesquelles
" (a+b) et (a®-ab+b?) sont divisibles par 6

corrigé C7
Vous avez coché les cases: -

I/ fallart cocher les cases: -B-C-D-




si a=7 et b=9, a+b=16 et 2ab=126 ne sont pas premiers entre eux
est fausse.

Soit g le pged de a® etb®. g|a* et g|b*donc g |abet g|ab>don
divise pged(a®h,ab?)=axbx pged(a,b)=axh. Ensuite g divise
peed(@®,ab)=ax pged(a,b)=a et g divise

pged(b?,ab) =bx pged(a,b)=5. On a donc g=1. (il est clair que
sipged(a,b) =1= pged(ac,bo)=c). B est juste

Sigla+tb et glab, glle+b)a—ab=a? et g|(a+bp—ab=5 ;or
et b? sont premiers entre eux, donc g=1 et a+b et ab sont premi
entre eux.

Soit g = pged(a+h,a?—ab+5). gla+h et gla—ab+ 5,
gl(a+byP—-a*+ab- £ =3ab ; or atb et ab sont premiers entre eu.
g|3(a+£) etdonc g|pged(3(z+5),3ak)=3 ; Au total g|3 ou g=1,
qui signifie que D est juste.

On sait que 3 peut diviser ces 2 nombres. Pour que E soit juste, i
faudrait que 2 divise ces nombres. Pour que a+b soit pair, il faut
que a et b soient impairs (ils sont premiers entre eux) . Or si c’e
le cas, a’ est impair, de méme que b® et ab, donc a*-ab+b® serai
impair et 2 ne peut diviser ce nombre. La réeponse E est fausse.

I
E8 Soit les nombre de Fermat F,=2* +lot nell

F,=7(10)

n=3(4) = F,=37(100)

n=3(4) = F,=57(100) D)
F,|F,. -2

pged(F.F,,)=1



corrigé C8

Vous avez coché les cases: -

I/ fallart cocher les cases: -A-C-D-E-

n>1=2"=0[4] ; donc pAS (lﬁ)k =6[10] par récurrence évident
Et enfin 22 +1= 7[10] ; A est juste.

n=3=2"=8 et 2*=56[100], done n=3= % =57[100]. B est don
fausse.

Montrons le par récurrence. Pour n=0 la propriété est vrais, on
vient de le montrer. Soit n quelconque, supposons que

4143 A(n 13 443 4n+3 10
22" 4 1=5Tpoo]. 22 =22 =[22 " J + donc

4n+3 NI
[22 J =56"°[100] : or 56'" = 56[100] (il suffit d'élever au car

24(P3+1:I+3
fois de suite ). Au total, 2 +1=57[100] ; CQFD
Posons a= 22 . Fa-2=a*-1=(a-1)x(a+1)=(a—-1)xF,; or a-1

appartient a N. on en déduit par définitionque 7 |7 —2.D est

H
Juste

Soit d un diviseur de 7, et de 7, -2, alors d divise 2 ( combina
linéaire ) . les seules possibilités sont n=1 ou n=2. Or n=2 est

impossible car 7, est impair. Donc d=1 et les nombres sont

premiers enfre eux.



Soit E =40,1.2,3....,24,25} ; soit
Q={4,B,C,D,E,...X,Y,Z} atout élément deE on

associe dans l'ordre un élément de Q par une fonction
bijective ( g(0)=A, g(1)=B, g(2)=C...). On note g la
réciproque de Q dans E (g'(A)=0, g'(B)=1, g'(C)=2..).
Soit enfin f une application de E dans E qui a

x = f(x)=17x+22[26]. A tout caractere « z » de Q

on associe y un caractére de Q tel que v=go fog™(:

O M

On dit que I'on a codé le caractére « z ». Inversement
tout caractére « + » de Q on associe x un caractere ¢
Q tel que x=g" o fog(t). On dit que l'on a décodé le
caractere « t ».

A La seule solution dans ZxZ de I'équation
17x—26y =1est (23,15) .

B La seule solution dans Z x £ de I'équation
' 17x-26y =1lest (23 ,15)

C [ide .

™ le codage de « HUIT » est « LYCA »

D
~ fn'est pas une bijection de E dans E

E
~ La fonction réciproque de f est #7'(x)=23x+14[2

corrigé C9

Vous avez coché les cases: -

I/ fallait cocher les cases: -B-E-




17x23-26x15=1, donc (23,15) est solution, mais on sait qu'il
existe une infinité de solutions. Plus précis :

17(x+23)-26(y +15)= 0 et 17(x+23)=26(y+15). 17 et 26 sont
premiers, 17 divise donc y+15 d'apreés le TDG. Y=17k-15 et x=-26
23

Montrons que la seule solution dans £ x Z est (23,15) : on a

15 40
0<17k-15 €25 =15<17k <40=_""_<k <_— ' |es seules valeurs:
17 17
k sont 1 et 2. On a aussi
23 48
0<-26k-23 <25 < 23<-26k 5‘48<::>j—6 <k = % : |la seule valeur

k admissibles est donc 1. On a ainsi prouvé que la seule solution
dans Ex E est (23,15) :

H est codé 7 dans E ; f(7)=11; 11 est codé L. U est codé 20 dans
f(20)=24 : 24 est codé V.1 est codé 8 dans E : f(8)=2 : 2 est co

On peut chercher les images de tout élément de E par f et voir
a tout élément de E on associe un seul élément de E. F est donc
bijective. L'autre moyen est de réfléchir si I'équation f(x)=y ol
est dans E admet une seul solution dans E, ce qui prouverait que
est bijective. Or f(x)=z<17x+22=2[26]<17x - 26y =z-22.
cette équation admet une infinité de solutions dans 7 < 7 si
pged(17,26) divise z-22, ce qui est le cas. Enfin si on cherche le
solutions dans E, il n"y en aura qu'une . en effet les solutions son
la forme x=-26k+r .

Comme f est bijective de E dans E, f admet une bijection
réciproque de E dans E. D'aprés la 1° question on sait que
17%23=1[26] 14 x17+22 = 0[26] donc

fof(x)=17(235s+14)+22 = x[26]. On adonc fo f = & . Comm.

sait que f admet une fonction réciproque, que I'on en tient une ,
c'est la bonne car la fonction réciproque d'une fonction est unig
E est vraie.



Soita=27"9" b=2F" ¢c=2%" ol p et qsont des
nombres premiers supérieurs a 2. d =2"" olin est un

entier quelconque positif. De plus, le petit théoréme de
Fermat énonce que si p est premier, et si p ne divise pa:

a, alors, @' = 1[2].
Si q est premier, alors c est premier

c divise a et b divise a

si d est premier, alors n est premier

Si m est le plus petit entier positif tel que Lege)
2" =1 p|, etsi 2" =1 p], alors m divise r

Si n est premier, d'apres le théoréme de Fermat,
tout diviseur premier de d =2"—1 estdela
forme 2kn+1

corrigé C10

Vous avez coché les cases: -

I/ fallait cocher les cases: -B-C-D-E-




2! ~1=23x89, A est donc fausse

xP—1

On sait que 1+x +x* +x" +.... +x77 = et faisons x=27. Ona

x—1

qui prouve que c divise a et de méme on montre que b divise a. B es
vraie 27 -1 n'est pas premier. Donc par contraposition, si 2° -1 es
premier, n est premier.

Montrons le par contraposition. Supposons que n n'est pas premier.
On a donc n=pq avec p et q diviseurs de n supérieurs a 2. D'apres Ic
question B,

divisons rparm: r=mp'+r' et 0<r'<m.Ona 2" =1|p], donc

2" =1[p] et 2%+ =2"[p] donc d'aprés les hypothéses,
2"=2"=1[p]. Or m est le plus petit entier positif satisfaisant cet

propriété et 0<r'<m. Donc r'=0 et m divise r. C est juste.

n est premier. Soit p un diviseur premier, donc 2" =1[p]. 2?7 =1[p
d'aprés le théoréme de Fermat. D'apres ce qui précede, n divise p-
mais p €tant premier supérieur a 2, p-1 est pair. Donc p=2kn+1 (n e
aussi impair). E est juste. Cette propriété permet de chercher par

les diviseurs de 2" —1uniquement les nombres de la forme 2kn+1, ¢
qui reduit le champ des recherches.




