Le produit scalaire

EXERCICE 1

Une unité de longueur a été choisie.
Soit ABC un triangle équilatéral de coté 3, B' est le milieu de [AC] et D le point défini par la relation
s 1AD = AR +3nC
1. a) Démontrer que D est le barycentre du systeme : {(A,3); (B,-2); (C,3)}
b) En déduire que D appartient a la médiatrice du segment [AC].

3 !
, _D’ ==00
2. Démontrer que 2 _

3. Calculer DA? et DB?

4. Déterminer l'ensemble (E) des points M vérifiant la relation : 3 MA2 - 2 MB2 + 3 MC2 = 12
Vérifier que le centre de gravité G du triangle ABC appartient a (E).

EXERCICE 2

On considere dans le plan un triangle ABC tel que : AB=7cm, BC=4cm et AC =5 cm.
Soit | le milieu de [BC].

1. Montrer que Al = 33 cm,

2. a) Soit M un point du plan.

Pour quelle valeur du réel m le vecteur A + A + A0 est-il égal a un vecteur 7
indépendant du point M ?

Déterminer alors i en fonction du vecteur TI'_
b) Déterminer et construire l'ensemble .~ des points M du plan tels que : -MA? + MB2 + MC2? = -
25.

EXERCICE 3

Ecrire une équation cartésienne du plan *, sachant que le projeté orthogonal de l'origine sur F est
le point A(1; 5; 7).

EXERCICE 4

Ecrire une équation de la sphére de centre I(3; 1; -4), passant par le point A(4; 2; 1).




EXERCICE 5

Vérifier que A(4; -1; 2) est un point de la sphére .%; écrire une équation du plan tangenten Aa .
Sttt i+t —6r+2y+4:—-3=0_

EXERCICE 6

Calculer la distance d du point A a la droite T* sachant que :
la droite 1! a pour équation — +d4y — 24 =1,
et le point A a pour coordonnées (-1; 3).

EXERCICE 7

01/ E)
Dans l'espace muni d'un repére orthonormal [ s , on considere les points A(1; 0; 0), B(0; 1;

0), C(0; 0; 1) et D(0; -1; 0).

1. Vérifier que le triangle ABC est équilatéral.

2. Les droites (AD) et (BC) sont-elles orthogonales ?

3. Soit | le milieu de [AB] et J le milieu de [AD].
Calculer CI - CJ. En déduire une mesure en degrés de langle 1C.).

4. On appelle H le projeté orthogonal de J sur la droite (Cl).
Calculer les coordonnées de H.
Quel role joue le point H sur le triangle ABC ?

EXERCICE 8

ABCD est un tétraedre, tel que AB = CD = a. On appelle I, J, K et L les milieux respectifs de [AD],
[BC], [AC] et [BD].

1. Montrer que ﬁ + D_C" = Zl_j et que ﬁ — ]T' = ZH-._

2. Montrer que (1J) et (KL) sont sécantes et orthogonales.

3. Quelle est la nature du quadrilatére IKJL ? Calculer la longueur de ses cotés en fonction de a.
4. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que IKJL soit un carré.

EXERCICE 9

Soit F."(v’ﬁ — 1 L2+ l} ot F{l: V24— -|—2'.x,-":2}_
Calculer 7 - #7; qu'en déduit-on pour /i et 2
Vérifier ce résultat par un autre calcul.




EXERCICE 10

Soient A, B, C, D quatre points quelconques du plan.

Démontrer que (AB? + CD?) - (AD? + CB?) = Zﬁ . ﬁ a l'aide de relations de Chasles
judicieusement choisies dans le premier membre.

EXERCICE 11

1. Soit ABC est triangle. Pour tout point M du plan, montrer l'égalité : .

2. Application : montrer que les trois hauteurs d'un triangle sont concourantes.

Indication : On appelle H le point d'intersection de deux hauteurs. Montrer que H appartient aussi a
la troisieme hauteur.

Correction

EXERCICE 1

1. a) Le point D est défini par la relation suivante : 140D = AR+ 30¢ donc :

Dol : D est le barycentre du systéme {(A,3); (B,-2); (C,3)}

1. b) On sait que :

D est le barycentre du systéme (A, 3) (B, -2) (C, 3),

B' est le milieu du segment [AC], donc B' est le barycentre de (A, 3) (C, 3).

D'apres le théoreme d'associativité du barycentre, D est le barycentre de (B', 6) (B, -2).
D appartient donc a la droite (BB'), médiatrice du segment [AC] (car ABC est un triangle

équilatéral).

2. On sait que D est le barycentre de (B, 6) (B, -2). Donc :

3.
e ——
GD=-BD

Comme 2 , alors :

4.

5\,@

L'ensemble des points M est le cercle de centre D et de rayon

Vérifions que le centre de gravité G du triangle ABC appartient a l'ensemble (E) :

Comme ABC est un triangle équilatéral, alors GA = GB = GC, donc :
a

ERP e 7 y 2o 2 ENE: 2_.
354 2G0T+ 3G =1G 0 =1 « BBB =1« ,3>< 5 =12




G appartient a l'ensemble (E).

EXERCICE 2

ey
1. Montrons que Al = 33 :
= Premiére méthode :

AD? + ACT = 2A1° + i
D'aprés le théoréme de la médiane, ona: ° ’ o 2
Donc :

D'ou : Al = \."f33 cm.

= Deuxiéme méthode :
Remarquons d'abord que (Al) est la médiane du triangle ABC issue de A.
Identité du parrallélogramme :

(14 7112 + 1 =71

b | —

g2 112 —
Pour tous vecteurs /i et i du plan, ona : | il

En prenant T=Allet F= A", ona:
|i+ 7| = |AB+AC| =2/|AT || 7 — | = | AL - AC| = ||BC|

L'identité du parralleélogramme devient alors :

: 1 . P .
08 = 5 (ITBI 1A - Gc)

. 1 1 .
A = _—(?? + 08— = ><4~’) =33
L'application numérique donne : 2 =

—
Dot : Al = %433 cm.

2. a) Pour quelle valeur du réel m le vecteur in 1A + 312 + 1€ est-il égal a un vecteur i
indépendant du point M ?

Donc 134 + K75 + 1 est indépendant du point M si et seulement si m = -2.
On obtient alors : = —EH._

2. b) Déterminons l'ensemble .~ des points M du plan tels que -MA? + MB2 + MC2 = -25 :
Transformons -MA? + MB2 + MC? afin de faire apparaitre le point I.

br, on remarque que -25 =-33 +2"2 + 2”2 = -IA?Z + IB2 + IC2, donc :

Soit J le point du plan tel que ﬁ = —Eﬂ_

Onadonc que — M A%+ MB2 + M2 =20« A[]-1J=0,_
F est donc le cercle de diamétre [1J].

EXERCICE 3

Ecrivons une équation cartésienne du plan_ /', sachant que le projeté orthogonal de l'origine
sur P est le point A(1; 5; 7) :

Le vecteur D:{ est un vecteur normal au plan ', c'est-a-dire que pour tout point M(x; v; z) du

plan ¥, A1 .0A = i




M appartient au plan P «— .ol = 0

D'ou l'équation du plan P.

EXERCICE 4

Ecrivons une équation de la sphére de centre I(3; 1; -4), passant par le point A(4; 2; 1) :

Calculons le rayon de la sphére : R2=Al2=(3-4)2+(1-2)2+ (-4-1)2=27.
On en déduit l'équation de la sphére : (x - 3)2 + (y - 1)2 + (z + 4)%2 = 27.

EXERCICE 5

Vérifions que A(4; -1; 2) est un point de la sphére v :
Transformons l'équation de 5 :

Regardons si les coordonnées de A vérifient 'équation de 5 :
(4-3)2+ (1+1)2+(2+2)2=12+02+42=17.
Donc le point A appartient a la sphere .

Ecrivons une équation du plan tangenten Aa % :
Appelons ce plan P._

Le centre de la sphére est le point I(3; -1; -2). If est donc un vecteur normal au plan M.
M (x ;v ;z) appartient 3 P < 7140 = i+

= {1 -3 xlr—A)+{—1—(—1)) x(a+ D +{2—(=2) x(z—2)=1
— v +dxr—12=1

D'ou l'équation du plan F.

EXERCICE 6

Calculons la distance d du point A a la droite 7 :

Distance d'un point a une droite dans le plan :

On considere la droite T*: ax + by + ¢ =0, avec [”- bt ) e R e_t[”- 'FJJ + '[{}- ﬂ}
M(Xw; Ym; Zm) €St un point du plan.

|ﬂ:!' ar b + f'I

, d(M. D) = —
La distance "’T{M~ D) vaut ainsi : NIRRT )
dr o+ by 4
= - -
En appligquant la formule, il vient : \fﬂ‘} + B2 .
_ Tlx(=D+dx3-2 11 LI
= I RN = = = A
D'ol =10+ 12 A1 15

Remarque : Quand on a oublié la formule, on la redémontre...
Soit H(xH; yy) le projeté orthogonal de A sur .
On note T la perpendiculaire a la droite T* passant par A.

{12 #1) est un vecteur directeur de T’ (car c'est un vecteur normal de i
Soit B(xg; yg) un point de {3




A5 @ = |AH|| < |d|=dx|q|

D'autre part, avec l'autre formule du produit scalaire,

g Eﬁﬂ B |r.'.r_1 + 0y +:'|
On en déduit que : 14 T

EXERCICE 7

1. Vérifions que le triangle ABC est équilatéral :
On a facilement que A0 = BC = T4 = +/1%2 + 12 4+ 0% = /2 donc le triangle ABC est
équilatéral.

2. Les droites (AD) et (BC) sont-elles orthogonales ?
ona: AD - BC=(0—1) % (= 0)+((=1) —0) x (1= 1)+ (1 —0) x (1 —0) =1

Donc les droites (AD) et (BC) ne sont pas orthogonales. )

3. Calculons ﬁ {T}

11 A
i (_—:—:{}) i (—:—_—:{})
Ona 2 2 et 2 2 , donc :

Déduisons-en une mesure de l'angle f{".[:

(e — CLCd
CUH(IFIJ —m
177 )= |7 = Y2 \/j s

cm(lffj = ; = ,3

Vi

Avec la calculatrice, on obtient : f¢*.J = 1&%.

or,

4. Calculons les coordonnées du point H :

Le point H est lintersection de la droite (Cl) et du plan * normal a la droite (Cl) passant par |. On
choisit pour vecteur normal de P le vecteur 7/ = 2ﬁ qui a pour coordonnées (1; 1; -2).
L'équation de P est donc de la forme : " + & — 2z + e = 1)_

Pour trouver r_;*, on dit que :

1 1
.IEP-d:}——3+ﬂ+n’={}

2
— ] = {}
Dou, i +uy—2Lxz=1_

o=

(CIy: 4 y=

D'autre part, r==2t + 1,_# e T,
On injecte l'équation de (Cl) dans l'équation de #* et on trouve :

1
#+#—2><[—2r‘+1]={}<=;-#=§

(i 1 i)
On en déduit, 333



Quel réle joue le point H sur le triangle ABC ?

On remarque que EC-"H = m + {_jﬁ + E’?’ = 35@, donc H = G, centre de gravité du triangle
ABC.

EXERCICE 8

1. Montrons que Al + DC =210 et que ﬁ — ]:I_C" = Eﬁ-;

De méme

2. Montrons que (1J) et (KL) sont sécantes et orthogonales :

Donc (1J) et (KL) sont orthogonales.
On note F le plan engendré par les vecteurs A It .D'I_f passant par |I.

Ainsi M appartient au plan P <= Il existe deux réels ¢ ¢t .1 tels que I =adD + JD(I-'._

i} =8+ ;Pe

Or, 2 ,donc .Je P.
donc fx £ .
,donc { & H.

Donc, les points |, J, K et L sont coplanaires. De plus, I_f on I&'] sont non colinéaires, donc les
droites (1J) et (KL) sont sécantes.

3. Déterminons la nature du quadrilatére IKJL :
Les diagonales (_IJ) et (KL) de ce quadrilatére sont orthogonales, donc IKJL est un losange de

)| = 5 |78 | =

i1

4. Trouvons une condition nécessaire et suffisante pour que IKJL soit un carré :

IKJL est un carré = |I_}|| = | Kr |_

— ﬁ ot W sont orthogonaux.

EXERCICE 9

Calculons i/ -« &

Vérifions ce résultat par un autre calcul :

Donc # T Al = ||“_f'_'”_*"||2._
Dou: ¢ ¢ = (0_



EXERCICE 10

Démontrons que

(AD? + CD?) — (AD? + CB%) =2DL - AC .

EXERCICE 11

Soit ABC est triangle. Pour tout point M du plan, montrer 'égalité :

2. Application : montrer que les trois hauteurs d'un triangle sont concourantes.

Indication : On appelle H le point d'intersection de deux hauteurs. Montrer que H appartient
aussi a la troisieme hauteur.

1. Montrons, pour tout point M du plan, l'égalité : :

2. Montrons que les trois hauteurs d'un triangle sont concourantes :
Soit H le point d'intersection de la hauteur issue de A et de celle issue de B. Montrons que H
appartient a la hauteur issue de C.

Pour cela, on doit montrer que H{" - A0 = 0.

D'ou : le point H appartient a la hauteur issue de C. Les trois hauteurs d'un triangle sont
donc concourantes.




