ENONCE

Partie A : Etude d'une fonction auxiliaire

La fonctionh est définie sur]— 1 ; ¢ [ par :h(x) = exp (L)
X

+1
1. Calculer la fonction dérivée. En déduire les variations tesur ] — 1 ; +oo [,
2. Déterminer les limites deen — 1 et en ¢o.
3. Montrer que, pour tout>—l, ona: 0 $(x) <e.

Partie B : Etude de la fonctionf
Dans cette partie, on s'intéresse a la fondtabéfinie sur l'intervalle ] — 1 ; e [ par :f (X) =x+ | — ex;{%l]
X

On appelle ¢ la courbe représentative flelans un repére orthonormal, I'unité graphiqueté&aom. On désigne pdr etf" les
dérivées premiéres et secondd.de

1. Démontrer que la droite (D) d'équatipn x — e + 1 est asymptote, a la courbedli voisinage de es.
Préciser la position relative de (D) et C
2. Etude des variations de la fonctfdrsur ] — 1 ; +oo [
a. Pourx 0] -1 ; +o [ calculerf '(x) etf "(xX).
Vérifier quef "(x) = 2X +14 exp X En déduire le sens de variationfde
(x+1) x+1
b. Dresser le tableau de variationfde(On admettra qudinjlf ‘= lim f'x)=1.)
3. Démontrer que I'équatidrix) = 0 admet sur ] — 1 ; e [ deux solutions dont I'une est 0.

Dans la suite de I'exercice on noterta solution non nulle.

Donner une valeur approchéeaau centiéme prés

Etude des variations flsur ] — 1 ; +oo [.

Etudier les variations de

Calculer les limites deaux bornes de son ensemble de définition.
Dresser le tableau de variationfde

copk

Partie C: Prolongement de la fonctiorf en — 1
On pourra utiliser sans justification quém xe*=0

9(-1)=0

g(x) = f(¥) six>-1.

On appelle G la courbe représentative de la fonctipdans le repere de la partie B.
Etude de la dérivabilité deg en — 1.

a. Montrer que I'on peut écrireM =1—i X ex X
x=(-1) x| x+1 x+1

On considére la fonctiogdéfinie sur [ — 1 ; #o [ par : {

b. Pourx O ]-1; +oo [ déterminer la limite lorsquetend vers — 1 dex— puis dei exp X
X+1 X+1 x+1

C. En déduire qug est dérivable en — 1 et préciser sa dérgigel).



CORRECTION

Partie A : Etude d'une fonction auxiliaire

1. h est définie dérivable sur ] — 1 e[ eth'(x) = 1 > exp X donch'(x) >0
(x+1) x+1
h est donc strictement croissante sur | — s, [+
2. lim —= = _w, SoitX=——, lim X=-wor lim eX=0donc lim h(x) =0
x--1* X+1 X+1 x--1* X =0 X - -1"
lim —X_ =1donc lim hx)=e
X +o X 4 1 X - + 00
3. h est strictement croissante sur ] — 1op f; donc pour touk > — 1, Iirpl* h(x) <h(x) < lim h(x)

donc pour touk>—1,ona: 0 4i(x) <e.
Partie B : Etude de la fonctionf
1. f-(k-e+ 1)=e—e{pij = e —h(x)
x+1
lim h(x)=edonclim f(x)—(x—e+1)=0

X - + o

La droite (D) d'équatiog =x — e + 1 est asymptote, a la courbedli voisinage de e.

e—exL >0 e>ex X - 1> X - 1- X >0« 1 >0
X+1 X+1 X+1 X+1 X+1

x>-—1donx+ 1> 0 donc pourt0u¢>—l,e—ex;€—ilj >0soitf(X) —(x—e+1)>0
X

La courbe Gest donc au dessus de (D) sur | — g ft

2.a. f(X)=x+1-h(x)doncf'(X)=1-h(x)=1- (x +11)z exp(x)il]

2(x+1)

o o
Soitu(x) = — ——— alorsu'(x) (x+1)°

(x+1)
X

H=ee (_1] donev() = {7 0 (—J

v 2(x+1) X 1 X
doncf "(x) = (x+1)° exp(x_”J - x+1)* exp(mj

Fr(x) = 2x+1exp[ X j

(x+1)* X+1
(x+1)*>0sur]—1; o[ etlafonction exponentielle étant strictemensitive, le signe dé' est celui de X + 1

X -1 —0,5 + oo
2x+1 — 0 +
f(X) — 0 +

1 1
f' \ . /
l1-4e

3. Soit | =]—1;— 0,5F " est définie continue sur |, strictement déciiss sur | f' ()= [1—-4e ;1[ 00 f(l) donc
I'équationf '(X) = 0 admet une seule solutiarsur I.

SoitJ=]-0,5; + [ f' est définie continue sur J, strictement croitsaar J ;

f'@)=]1-4¢e';1[00f () donc I'équation’(x) = 0 admet une seule solution sur J.

f'(0) = 0 et 00 J donc la solution de'(x) = 0 sur J est 0.

f'(-=0,72) >0 ef '(- 0,71) > 0 de pluk' est strictement décroissante sur | donc — 0,dX<- 0,71

On en déduit le signe de&(x) :




b. f(x) =x+1-h(x)or lim h(x)=edonclim f(x)=+c

Iirpl* h(x) = 0 donc Iirpl* f(x)=0

Partie C: Prolongement de la fonctiorf en — 1

a. Six#-1, g(x)—g(—l): f(x-0 = ! (x+1—ex;{ X ]J
x+1

x=(-1) X+1 x+1
909-90D _ 31 o[ X | donc 3R 9D [ X ) X
x=(-1 x+1 x+1 x=(-1 x| x+1 x+1
b. lim —X = . SoitX=———, lim X=+o
x--1" Xx+1 X+1 x--1"

X expl X ||==xeXor lim Xe *=0donc lim |——exp ——||=0
x+1 x+1 Xt x--1" [ x+1 x+1

lim 1—i( X exp(—xjjzldonc lim M =1
X 1 "

x- -1t x+1 X+ x--1' X=(=-1)

im g(x) - g(-1)
x--1m x=(=1)

C. =1 doncg est dérivableen—-1g(-1)=1



