Corrigés des exercices : Variables aléatoires, lois classiques

* Soit X une v.a.r. discréte prenant les valeurs 3, 4, 5 et 6. Déterminer la loi de probabilité de X sachant

que:
P(X < 5)) =1/3 5 P(X > 5)) = 1/2 ; P(IX = 3]) = P([X = 4)).

P(X =3)=P(X =4]) =a, P((X =5]) = b, P(IX =6]) = ¢, avec 2a +b+c=1, c=1/2

1 1
et 2a = -. Donca:6,6:1/2etb:1—2a—b:1/6.

IZI * On joue & pile ou face avec 2 pieces. Soit X le nombre de piles obtenus. Déterminer la loi de X, son

espérance et sa variance.

217

O = {(p.), (0 ), (F.0), (1)) X(@) = {0,1,2) avee P(X = 0)) = PU{(f, )}
5 et P(IX =2)) = P({(p.p)}) =

| =

P(X =1]) = P({(p, /), (f;p)}) =
1

1 1 1 1
=0 7 +1x 5 +2x 7, soit | B(X) = 1 etvar(X):02><Z—|—12><§+

O lors IE(X

n a alors IE(X) 1 5
2 1 . 1 . . . 1
2 XZ—1:§—|—1—1,SOI‘G var(X)zi.Enfalt,XsultlalmB 2,5 .

* Le nombre X de kilogrammes de tomates récoltées dans un jardin en une semaine est une variable

aléatoire dont la distribution de probabilité est la suivante :
k 0 1 2 3

P(X=k) |01 05 03 0.1

Quelle est I'espérance de X et sa variance 7

E(X)=0x014+1x05+2x0.3+3x0.1=0.5+ 0.6+ 0.3, soit [IE(X) = 1.4 |

var(X) = 0.64 ‘

var(X) = 0% x0.14+12x0.54+22 x0.343% x0.1—1.4*> = 0.5+1.24+0.9—1.96, soit

* Un chef de service commercial estime avoir une probabilité 0.6 de faire gagner 100 000 euros & son
entreprise. Si cette opération est manquée, la perte est de 20 000 euros. Quelle est I'espérance mathématique du

gain 7

[E(X) = 100000 x 0.6 — 20000 x 0.4 = 60000 — 8000 = 52000.

** Trois urnes A, B et C contiennent respectivement 1 boule blanche et 3 noires, 2 blanches et 2 noires,
3 blanches et 1 noire. On tire au hasard une boule dans chacune des 3 urnes, et on désigne par X le nombre de

boules blanches obtenues.
Donner la loi de X et sa fonction de répartition.
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X(Q) ={0,1,2,3,4} avec P([X = 0]) = P(N1 N Ny N N3) = P(Ny)P(N2)P(N3) (tirages
o 3.2 1 3 .
indépendants) et donc P([X = 0]) = 1 1%1= 5 De méme,
P([X =1]) = P(B1)P(N2)P(N3)+ P(N1)P(B2)P(N3) + P(N1)P(N2)P(Bs)
1 2 1 3 2 1 3 2 3 13
= SX-X-4-X-X-4-XZX-=—
4 4 4 4 4 4 4 4 4 32
P([X =2]) = P(N1)P(B2)P(Bs) + P(B1)P(N2)P(B3) + P(B1)P(B2)P(N3)
3 2 3 1 2 3 1 2 1 13
= - X-X-4-X-X-4+-X-X-=—
4 4 4 4 4 4 4 4 4 32
1 2 3 3
et P([X:?)]) :P(BlﬂBzﬂBg) :P(Bl)P(BQ)P(Bg)— Z X Z X Z = 3—2

** On lance 2 dés et on appelle Z la v.a.r. égale a la valeur absolue de la différence des numéros obtenus.

Déterminer la loi de Z, sa fonction de répartition, son espérance et sa variance.

Z(Q) =[0,5] avec [Z =0] ={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6)}

[Z = 1] = {(172)7 (273)7 (374)7 (475)7 576)7 (67 5)7 (574)7 (47 3)7 (372)7 (27 1)}

[Z = 2] = {(1’3)’ (2’4)’ (3’ 5)’ (4’6)’ (6’4)’ (5’3)’ (4’ 2)’ (3’ 1)}

[Z = 3] = {(174)7 (275)7 (37 6)7 (673)7 (572)7 (47 1)}

[Z = 4] = {(1’5)’ (2’6)’ (6’ 2)’ (5’ 1)} et [ = 5] = {(1’6)’ (6’ 1)}

On a alors P(Z = 0)) = o = = P(Z =1]) = 30 = — P(Z = 2)) = o = =1,
PZ=38) = 5= P(Z=4]) = o = o=, P(Z =5) = o = =

3 8 12 1
Fy(z) = EH[O,I[(x) + 1—811[1,2[(95) + 1—811[2,3[(90) + U az) +
Ig(zx)=1siz € Eet Ig(zr)=0six ¢ E.
° 1 35
IE)(Z):kZOkP([Z:k]):1—8[1><5+2><4—|—3><3+4><2—|—5>< =g~ 19

5
1 1
E(Z2):Zk2p([zzk]):1—8[1x5+4x4+9x3+16x2+25x1]:1%5:%

35 35 35 x34 595
et var(Z) = IE(Z?) - IE(Z)? = = [1 - —} soit | var(Z) e ~ 3.67|.

6 54 T I8x 18 162

** 1’oral d’un examen comporte 20 sujets possibles. Le candidat tire 3 sujets au hasard. Ce candidat a

révisé seulement 12 sujets. On consideére la variable X égale au nombre de sujets révisés parmi les 3 tirés. Quelle
est la loi de probabilité de X 7

3 2 1
On a X(Q) = {0,1,2,3} avec P([X = 0)) = <5 ~ 0.05, P([X = 1]) = S5 12

, = ~ 0.3,
oo ng?o C3o
P(X =2)) 853 2 %046 et P(IX =3) =  ~0.19
20 20
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** Une urne contient 5 boules toutes distinctes. On tire 3 boules une & une avec remise. Soit X la v.a.r.

égale au nombre de boules différentes tirées. Déterminer la loi de X .

cardQ = 5% et X(Q) = {1,2,3}.
Pour avoir [X = 1], il faut tirer 3 fois la méme boule et on a 5 choix possibles. Ainsi,

5 1
P X =1])=—==—=0,04|
(X =1) = o = 5= =0,
Pour avoir [X = 3], pour la premiere boule, on a 5 choix, pour la deuxiéme 4 et pour la
dx4x3 12
troisitme 3. Ainsi, | P([X = 3]) = 22— 2 = == — 0,48
53 25
Pour avoir [X = 2], il faut 2 boules distinctes (5 x 4 choix), la boule différente des autres
dx4x3 12
pouvant étre en premier, en deuxiéme ou en troisieme. Ainsi, | P([X =2]) = % =5

Remarque : On a bien P([X =1])+ P([X =2]) + P([X =3]) =1L

* A larrivée d’une course, il y a 9 chevaux: 4 noirs et 5 alezans. On appelle X la v.a.r. égale au nombre
de chevaux alezans précédant le premier cheval noir.

Déterminer la loi de X, son espérance et sa variance.

4 56
() H0,5H;V604 (I 5 (ﬂg5 5= o5
PX=1) =g xz=72=5

J 1P s
P X=2)==-X=-Xz-=—=—,

O O Rl
PX=3))= X xoXxo=—=—0
P(X=4)= XX XoxXo= =",
PIX=5)=2x-xoxZxo=—

= =5"5"7"6"5 1
5
1
HHX):E:kP@X—kD:TEEDx35+2x20+3x10+4x4+5xﬂzﬂ

B
Il
o

5
1 294
2 2 —
E(X*) = E E°P([X =k]) = 126 [1x354+4x20+9x10+16 x4+25x1] = 126

_ 294 168 26

=2 1= = s
126 126 21

var(X) = IB(X?) — IE(X)?

** Soit n € IN* et p €]0, 1] et soit X une v.a.r. de loi binomiale B(n,p). On définit Y par Y = X si
X #0et, si X =0, alors Y prend une valeur quelconque dans [0, n].
Déterminer la loi de Y et calculer IE(Y).

On a Y (22) = [0,n].



P(IY = k]/[X = ]) = 0si i ¢ {0,k} et P([Y = k]/[X = 0]) = n—li—l'
Sik=0, P([Y = 0]/[X =i]) = 0sii0et PV = 0]/[X = 0]) = n—li—l Ainsi,

P(Y = k]) = ni CP(X = 0)) + P(IX = k) si & € [1,1]

1
P(Y = 0]) = = P(X = 0]
E(Y) = Y kP(Y =k)=) k [n i SP([X = 0]) + P([X = k)
k=1 k=1
1 n n
= TP =Y ke D kP(X =k
_ ni _P(IX = 0]) x ”(”; D mx) SP(IX = 0]) + E(X)

Or E(X)=npet P([X =0]) =(1—p)" donc |IE(Y) = g (L=p)"+2p)|

* Dans une bibliotheque se trouvent 10 livres en langue étrangere : 5 en anglais, 2 en allemand et 3 en
russe. On préleve au hasard 5 de ces livres. Soit X la variable aléatoire qui, & chaque tirage, associe le nombre

de volumes en russe prélevés. Déterminer la loi de probabilité, puis la fonction de répartition de X et représenter

celle-ci.
5 4 1
X(9) = {0.1,2,3) ; P(X = 0)) = <1 ~0.08, P(X = 1) = TXE a2,
3 9 ClO 9 ClO
Px =2]) = T2 g2 et P(X = 3)) = ST~ 0.08.

C{)O 10
Pour z < 0, F(z) =0 ; pour z € [0,1], F(z) = 0.08 ; pour z € [1,2], F(z) = 0.5 ; pour z € [2, 3],
F(z) =0.92 et enfin F(z) =1 pour = > 3.

** Un lot contient 3% de pieces défectueuses. On préléve au hasard un échantillon de 10 pieces. Les
piéces étant trés nombreuses, on admet que le tirage peut étre considéré comme fait au hasard et avec remise. Soit
X la variable “nombre de piéces défectueuses dans 1’échantillon”. Déterminer la loi de X. Calculer P([X = 0]),
P([X >1]), E(X) et o(X).

X peut prendre toutes les valeurs entieres entre 0 et 10. Cette variable aléatoire suit la loi
binomiale B(10,0.03) car les pieces sont suffisamment nombreuses pour que le tirage puisse étre

10
considéré comme avec remise. On a, plus précisément, P([X = k|) = <k )0.03k0.9710_k.

Ainsi, P([X =0]) = 097"% = 0.74, P([X > 1]) = 1 — P([X = 0]) =~ 0.26, IE(X) = 0.3 et
o(X) = 0.3 x 0.97 =~ 0.54.

** Un QCM comporte 5 affirmations. Pour chaque affirmation, on doit répondre par vrai (V) si
Paffirmation est toujoures vraie, faux (F) si elle est toujours fausse ou par (P) si on ne peut pas conclure. Une
réponse au QCM est une suite de 5 lettres parmi V, F ou P.

4



1) a) Quel est le nombre de réponses possibles pour le QCM ?

b) Le nombre de réponses comprenant exactement 3 V est-il égal & (g) ?
2) On décide d’attribuer 2 points pour chaque réponse exacte. Combien de points doit-on retirer par réponse
inexacte pour que le score d’un candidat qui répond au hasard ait une espérance mathématique nulle 7

3) Un candidat répond au hasard et on appelle X la variable aléatoire donnant le nombre de bonnes réponses.

Indiquer la loi suivie par X et préciser ses parameétres et calculer IE(X).

1) a) Pour chaque question, il y a 3 réponses possibles et il y a 5 affirmations, ce qui donne
3% = 243 réponses possibles au QCM.

b) La réponse comprend 3 V mais aussi 2 autres lettres parmi F et P. (g)) est le nombre de
choix possibles pour les 3 V dans les 5 places disponibles. Mais une fois les 3 V placés, on peut

5
mettre F ou V dans chacune des 2 places restantes. Le nombre cherché est donc (3> X2x2et

non (3).

2) Si un candidat répond au hasard, il a 1 chance sur 3 de donner la bonne réponse et 2

1 2
chances sur 3 de se tromper. L’espérance mathématique sur une question est donc 2 x 3 —rX— =

3
2(1 —
(Tx). Elle est nulle pour x = 1 : il faut donc enlever 1 point par mauvaise réponse pour

avoir une espérance nulle.
1
3) La loi suivie par X est la loi binomiale B (5, §> : en effet, X(Q2) = {0,1,2,3,4,5} et

5\ /1\F 79\ *
P(X =k]) = ( ) <—> (—) . On peut la représenter dans un tableau :

k 3 3
k 0 1 2 3 4 5
32 80 80 40 10 1
PIX=kK)|= —= —= —= =—= =—0=
243 243 243 243 243 243
. 5
et IE(X) =5 x 3 soit | IE(X) = 3|

** Une cible est composée d’un carré de coté 20cm et d’un disque de rayon 10cm de méme centre. On
suppose que la cible est toujours atteinte. La probabilité d’atteindre un secteur de la cible est proportionnelle a
laire de ce secteur.

1) Calculer la probabilité p d’atteindre le disque avec une fléchette.

2) On lance 3 fléchettes sur la cible. Les lancers sont supposés indépendants. On appelle X la variable
aléatoire donnant le nombre de fois ou le disque est atteint.

a) Quelle est la probabilité d’atteindre exactement 2 fois le disque ?
b) Quelle est la probabilité d’atteindre au moins 1 fois le disque ?

¢) Quelle est 'espérance mathématique de X ?

1) L’aire du carré est 400 em? et laire du disque 1007 cm?® donc la probabilité d’atteindre

lo di ) 1007 T
e disque est p = —— = —.
400 4

2) Les lancers sont indépendants et la probabilité d’atteindre le disque est la méme pour

T

chaque lancer donc X suit la loi binomiale de parametres n =3 et p = 1
_ 3r*(4—n)

a) P([X =2]) = C3p*(1 —p) ol

~ 0.397.
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** 1) Une grande enveloppe contient les 12 “figures” d’un jeu de cartes (4 rois, 4 dames, 4 valets). On
tire, simultanément et au hasard, 5 cartes de ’enveloppe. Soit X la variable aléatoire qui, a chaque tirage, associe
le nombre de rois obtenus. Déterminer la loi de X et calculer IE(X).

2) Dans la méme enveloppe, contenant les 12 cartes, on effectue successivement 5 fois le tirage d’une carte
que l'on remet & chaque fois dans I’enveloppe. Soit Y la variable aléatoire dont la valeur est égale au nombre de

rois obtenus au cours des 5 tirages. Déterminer la loi de Y et calculer IE(Y).

5 7 Clxct 35
1) X(Q) =1{0.1,2.3.4 PIX=0)=—"8=— ,P([X=1))= 28 - .
) ( ) { 3 Ly Hy Iy }avec ([ ]) C{)2 997 ([ ]) 05)2 997
C2><C3 42 C3 x C2 14 C4 x Cl 1
P(X=2))=—22""8  P(X=3)= """ =— et P([X=4)) = 3 =—.
35 14 1 165 5
0 lors TB(X) =1 % 2 42X = 4+3x — +4x — 2 ~1.67.
n a alors B(X) =1 x oo + ><99+ 99 T4 99T 09 " 3

2) On répete, de maniere indépendante, n = 5 tirages d’une carte parmi 12. Cette carte est

4 1
un roi avec la probabilité p = — = —.
12 3

1
On est ici dans le cas d'une variable Y de loi binomiale B <n, §> On a donc P([Y =
INF 79\ 5k
k) = C¥ 3 §> pour k € {0,1,2,3,4,5}, soit P([Y = 0]) ~ 0.132, P([Y = 1]) ~ 0.329,
P([Y =2]) = 0.329, P([Y = 3]) ~ 0.165, P([Y = 4]) ~ 0.041 et P([Y = 5]) ~ 0.004.

En moyenne, le nombre de rois obtenus par cette méthode est — =~ 1.67.

* Une machine peut étre équipée de 2 ou de 4 composants. La probabilité quun composant tombre en
panne est égale a p avec 0 < p < 1 et chaque composant fonctionne indépendamment des autres. On définit les
variables aléatoires suivantes :

X est le nombre de composants en panne quand la machine est équipée de 2 composants et Y est le nombre
de composants en panne quand la machine est équipée de 4 composants.

1) Quelles sont les lois de probabilité suivies par X et Y ? Exprimer P([X = k]) et P([Y = k]) en fonction
de k.

2) La machine ne fonctionne plus si plus de la moitié des composants tombent en panne.

a) Quelle est la probabilité p2 que la machine ne fonctionne plus quand elle est équipée de 2 composants 7
b) Quelle est la probabilité ps que la machine ne fonctionne plus quand elle est équipée de 4 composants 7

¢) Comparer, en fonction de p les probabilités pa et ps. Dans quels cas est-il préférable d’avoir 2 com-

posants plutdt que 4 7

Le fonctionnement de chaque composant est indépendant du fonctionnement des autres et
la probabilité de panne est identique pour tous les composants. X et Y suivent donc des lois
binomiales de parametres n = 2 et p pour X et n =4 et p pour Y.

P([X = k]) = C5pF(1—p)?>F pour 0 < k < 2et P([Y = k]) = Chp*(1—p)* P pour 0 < k < 4.

2) a) p2 = P(IX > 1)) = P([X = 2]) = p
b= PUY > 2) = PV = 3) & PAY = 4) = Ciy?(1 =) + Cly' =124 = 30)
¢) po—pa=p?(3p® —4p+1) = p*(3p — 1)(p — 1) (1 est racine évidente du trinome).



On a toujours p € [0,1] donc p > 0 et p—1 < 0. On aura alors py — pg > 0 si et seulement
1
si 3p — 1 < 0 c’est-a-dire si p < 3"

Un jeu de hasard est formé d’un dispositif langant de fagon aléatoire une fléchette dans une cible ayant
la forme suivante

B|\B|B|B|B|B|B|B|B|J|J|J|V|V|R
rR|\V|\V|J|J|J|B|B|B|B|B|B|B|B|B

La fléchette atteint toujours une case et une seule. Les 30 cases blanches (B), jaunes (J), vertes (V) ou rouges (R)
ont toutes la méme probabilité d’étre atteintes. Si la fléchette atteint une case rouge, le joueur gagne 8 euros, si
la fléchette atteint une case verte, le joueur gagne 5 euros, si la fléchette atteint une case jaune, le joueur gagne
rien et ne perd rien, si la fléchette atteint une case blanche, le joueur perd a euros, la lettre a désignant un réel
positif.
1) On note X la variable aléatoire représentant le gain algébrique du joueur (compté négativement quand il
perd).
a) Donner la loi de probabilité de X.
b) Calculer a pour que le jeu soit équitable (c’est-a-dire pour que IE(X) soit nulle).
2) Un joueur est considéré comme gagnant s’il a obtenu un gain strictement positif.
a) Quelle est la probabilité p qu'un joueur gagne ?

b) Un joueur joue 5 parties consécutives indépendantes. Quelle est la probabilité qu’il gagne exactement
2 fois 7 exactement 5 fois 7 Quel est le nombre moyen de parties gagnantes ?

1) I y a 18 cases blanches, 6 cases jaunes, 4 cases vertes et 2 cases rouges donc

P(B)= ot =2, P()=y =1, P(V) ==t ot P(R)= o =
a) X(Q) = {0,5,8, —a} avec P([X = 0]) = P(J) = é P(X = 5)) = P(V) = %
P(IX = 8]) = P(R) = 1—15 et P([X = —a]) = g
b)IE)(X):(—a)x§+0x%+5x1%+8><1i5:%5(—9a+18) donc IE(X) = 0 pour [a = 2]
2)a)p:P([X>O]):P(V)+P(R):1% 1—15:1—35,soit p:%.

b) Si N est le nombre de parties gagnées, N suit la loi binomiale B(5,p). En particulier,
P(IN = 2)) = C2p(1 - p)®, P(IN = 53]) = p° et E(N) = 5p.

1 128
Avec p = 5 o obtient IE(N) =1, P([N =2]) = 65 0.2048 et P([N = 5]) = 0.00032.
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