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« NIVEAU ZERO »

Ce document a pour but de rappeler et d’ordonner des connaissances qui, en principe, ont été
acquises dans les classes préparatoires. L’expérience prouve qu’elles sont abordées de manie-

res diverses selon les prépas, et que leur assimilation est souvent trés imparfaite.

Il est pourtant indispensable que le contenu de ce document soit parfaitement assimilé : il
contient des notions qui sont constamment utilisées dans le cours d’électronique, et, pour cer-

taines d’entre elles, dans le cours de commande de processus.
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1. INTRODUCTION

Tout systéme ¢électronique de traitement de I’information comprend
e des entrées, qui recoivent des signaux électriques ; ces derniers peuvent étre

o analogiques : ce sont des courants ou des tensions dont I’amplitude peut
prendre toute valeur dans une certaine gamme ; ces signaux sont issus de
capteurs (ou transducteurs) qui transforment une grandeur physique ou

chimique en un courant ou une tension ;

o numériques (également appelées digitaux en franglais), c’est-a-dire des
courants ou des tensions dont I’amplitude ne peut prendre que deux va-
leurs ; ces signaux sont généralement regus par [’intermédiaire

d’interfaces numériques ;

e des sorties, qui peuvent étre analogiques (elles peuvent notamment commander

des actionneurs) ou numériques,
e une chaine de traitement, qui peut étre
o entierement numérique si les entrées et les sorties sont numériques,
o entierement analogique,

o mixte analogique-numérique.
Ainsi, un lecteur de CD audio (Figure 1) possede une entrée analogique (la téte de lecture
laser du disque), des entrées numériques (touches de commande, écran tactile, ...). Il a des
sorties analogiques (écouteurs, haut-parleurs) et éventuellement des sorties numériques pour
interfacage avec un ordinateur ou d’autres systémes numériques. La chaine de traitement est

mixte :
e le signal issu de la téte de lecture est traité de maniere entierement numérique,

e le résultat numérique de ce traitement est transformé en tensions analogiques par

deux convertisseurs numérique-analogique (un par voie),

e ces tensions sont amplifiées et filtrées pour étre acheminées vers les haut-parleurs.

De maniere générale, un circuit €électronique est constitué¢ de sources ou générateurs, et de
récepteurs ou charges. Un méme ¢élément peut jouer le role de générateur ou de charge, sui-
vant le point de vue sous lequel on le considere : ainsi, I’amplificateur (Figure 1) est une
source pour le haut-parleur, mais il est une charge pour le convertisseur numérique-
analogique.

Certains composants ne peuvent étre que des charges : ce sont les composants dits passifs tels
que les résistances, condensateurs, diodes. Par opposition, les composants actifs (transistors,

amplificateurs opérationnels) peuvent jouer le role de générateurs. Il faut pour cela qu’ils



soient alimentés, c’est-a-dire qu’ils soient raccordés a une source de tension constante, qui ne
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produit aucune information, mais qui fournit I’énergie nécessaire a leur fonctionnement. Cette
tension constante, dite fension d’alimentation, peut étre apportée par une source autonome
(pile, batterie, cellules solaires), ou étre €élaborée a partir de la tension sinusoidale du secteur
(220 Volts, 50 Hz en France) par un circuit appel€ alimentation stabilisée. Quelques principes

de réalisation des alimentations stabilisées sont présentés en cours.

Ces notions peuvent étre formalisées par la définition de dipoles et de quadripdles.

Définition
Un dipdle est un ¢élément qui possede deux bornes ; son comportement est modélisé par une
relation du type V= f(I) oul=g(V).

Ainsi, une résistance, un condensateur, une diode (voir section 3), une source de courant, un

générateur de tension (voir section 2), entrent dans la catégorie des dipdles.




Définition
Un quadripdle (Figure 2) est un élément qui possede quatre bornes ; son comportement peut
étre modélisé par des relations du type

Vo= 1(1.1,)
V=111,

by <
O—— —-0

v1 v2
o— —0

Figure 2

Un filtre (voir section 5) ou un amplificateur sont des exemples de quadripdles.

Remarque
Si le quadripdle est constitué de composants qui sont linéaires ou en mode de fonctionnement
linéaire, les fonctions f; et f; sont linéaires. On peut alors utiliser une forme matricielle :

V1 — Z1 1 Z1 2 I1
VZ Z21 ZZZ I2

Z11 est l'impédance d’entrée du quadrip6le, et Zo, est son impédance de sortie.
On peut également exprimer la relation a l'aide des admittances :

I1 — y11 Y12 V1

I2 Y21 Y22 VZ
ou encore a I'aide des paramétres hybrides

v _ h, h, I

l, h, h, v,

Nous n'utiliserons pas ce formalisme, que I'on rencontre néanmoins fréquemment dans les ou-
vrages ou articles.

2. SOURCES (ou GENERATEURS)

2.1. Sources de tension

2.1.1. Source de tension « i1déale »

Définition
Une source de tension idéale fournit une tension J indépendante du cou-

rant / qu’elle débite dans la charge ; cette tension est donc indépendante

de la charge.

La tension V peut étre soit constante, soit variable dans le temps.



2.1.2. Source de tension « réelle »

Définition
Une source de tension réelle fournit une tension ¥ qui dépend de /, donc
de la charge.

On modélise généralement une source de tension réelle par un générateur
de tension idéal auquel est branchée, en série, une résistance dite résis-

tance interne ou résistance de sortie (Figure 3).

IC
O '
E V Charge
RC
O
Modele d’une
Source de source de
tension idéale tension réelle
R
V=E VI, V=E-rl .= E—=
r+ RC
Iim . V=FE
R—C—>0
Figure 3

2.2. Sources de courant

2.2.1.

2.2.2.

Source de courant « idéale »

Définition

Une source de courant idéale fournit un courant / indépendant de la ten-
sion V aux bornes de sa charge ; ce courant est donc indépendant de la
charge.

Le courant / peut étre soit constant, soit variable dans le temps.

Source de courant « réelle »

Définition
Une source de courant réelle fournit un courant /¢ qui dépend de V, donc

de la charge.




On modélise généralement une source de courant réelle par un générateur

de courant idéal auquel est branchée, en parall¢le, une résistance dite ré-

sistance interne ou résistance de sortie (Figure 4).

Q—<>O

Source de
courant idéale

I.=1 VV

Figure 4
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Remarque : lorsque ’on souhaite analyser un circuit, une source peut

étre représentée indifféremment par un générateur de tension réel ou par

un générateur de courant réel, quelle que soit sa réalisation physique. Le

choix de I'une ou D’autre représentation est dict¢é uniquement par des

considérations de commodité :

e i I’on cherche a établir I’expression de la tension aux bornes de la

charge, on représente la source par un générateur de tension réel, et

I’on obtient la tension recherchée (voir Figure 3) par application de

la formule du diviseur de tension (voir section 4) ; pour établir le

modele du générateur de tension réel, on peut

o soit mesurer E et r si I’on dispose du circuit,

o soit calculer £ et r a ’aide du théoréme de Thévenin (voir

section 4.3) si I’on dispose du schéma ¢lectronique du cir-

cuit.

e i ’on cherche a établir I’expression du courant qui traverse la

charge, on représente la source par un générateur de courant réel, et

I’on obtient le courant recherché (voir Figure 4) par application de



la formule du diviseur de courant (voir section 4) ; pour établir le
modele du générateur de courant réel, on peut

o soit mesurer / et » si ’on dispose du circuit,

o soit calculer / et  a I’aide du théoreme de Norton (voir sec-

tion 4.4) si I’on dispose du schéma ¢€lectronique du circuit.

D’autre part, si la source a été réalisée, et si I’on sait qu’elle fournit une
tension faiblement dépendante de la charge, on la modélise de préférence
par une source de tension ; si elle fournit un courant faiblement dépen-
dant de la charge, on la modélise de préférence par une source de cou-

rant.

Notons que les deux schémas représentés sur la Figure 5 sont équivalents
du point de vue de la charge : dans un cas comme dans I’autre, la relation
entre la tension aux bornes de celle-ci et I’intensité du courant qui la tra-
verse est

V' = E—rl_ par application de la loi des mailles (voir section 4.2)
ou, de manicre équivalente, par application de la /loi des neeuds (voir sec-
tion 4.1)

I I

c

Lok — o=

y X A

E]’\ ) V R, Elr | \ V R,

\ /4 b
[ | LT/, 5
. . . E V
Loi des mailles : V =E —rl, Loides nceuds : [, = ———
ror

Figure 5

De méme, les deux schémas représentés sur la Figure 6 sont équivalents
du point de vue de la charge : dans un cas comme dans I’autre, la relation

entre le courant qui traverse celle-ci et la tension a ses bornes est

%
]C:I_7

ou, de maniere équivalente
v=r(1-1.).



IC IC

= —
A
e
/ CT\ ;v R, rl I{ N R,
/ ' o
LT | T
Loides nceuds : /, = I—% Loi des mailles : V =rl -1l

Figure 6

2.3. Sources indépendantes et sources dépendantes

Si E (ou /) dépend d’un courant ou d’une tension présent(e) dans une autre branche
du circuit, la source est dite dépendante ou liée. Dans le cas contraire, elle est dite

indépendante.

Exemple : un amplificateur peut étre modélis€ comme un générateur dépendant
(Figure 7). En effet il fournit une tension v,, qui est proportionnelle a la tension
d’entrée v;,. Si la charge branchée a la sortie de ’amplificateur est infinie, la ten-

sion de sortie vaut

G est le gain a vide de I’amplificateur.

Terminologie

On dit qu’un amplificateur fonctionne a vide si sa charge est infinie.

Résistance
de sortie

Résistance Gv T Vo |
d'entrée

o—== O—

Amplificateur

Mc ar,

Figure 7

2.4. Signaux typiques

Les signaux les plus couramment utilisés sont les échelons, les créneaux, les si-

gnaux rectangulaires (Figure 8) et les signaux sinusoidaux.




Pour les signaux rectangulaires, la quantité 7/T est appelée « rapport cyclique ».
Un « signal carré » est un signal rectangulaire dont le rapport cyclique est égal a
1/2.

On ¢tudiera en détail, dans la section 5, le cas des signaux sinusoidaux, qui ont une

importance toute particuliere.

V A

E
Echelon

Créneau

2 A”
A 4

E
Signal
rectangulaire
>t

Figure 8

3. CHARGES (ou RECEPTEURS) PASSIFS

En ¢électronique intégrée, on utilise essentiellement quatre types de charges passives :

résistances,
condensateurs,
inductances,

diodes.

Les diodes font I’objet d’un chapitre particulier du cours.

3.1. Résistances




Il peut étre utile d’avoir recours a une métaphore hydraulique : on peut se repré-
senter mentalement la tension aux bornes de la résistance comme la différence de
pression entre les extrémités d’un tuyau (proportionnelle a la hauteur dans le cas
d’une chute d’eau), le courant électrique comme le débit dans le tuyau, et la résis-
tance comme une grandeur qui est d’autant plus grande que le diametre du tuyau
est faible. Il s’agit bien d’'une métaphore qui peut étre commode, mais elle n’a pas
de sens physique : les phénomenes de conduction dans les métaux ou les semi-
conducteurs (qui sont la base de 1’¢lectronique) n’ont rien a voir avec les phéno-

menes de transport dans les liquides ou les gaz.

En pratique : résistances pour la réalisation de circuits en composants discrets

Lorsque l'on réalise un circuit en composants discrets, on utilise des résistances qui se pré-
sentent sous la forme de petits cylindres munis d’un conducteur métallique souple a chaque ex-
trémité. Les valeurs nominales des résistances sont indiquées par des anneaux de couleur im-
primés sur le cylindre ; un des anneaux indique la folérance, c'est-a-dire la différence relative
maximale entre la valeur réelle de la résistance et sa valeur nominale.

Exercice interactif sur I'identification des résistances :
http://www.univ-lemans.fr/lenseignements/physique/02/electri/coderesi.html

Outre sa valeur nominale et la tolérance sur celle-ci, une résistance est caractérisée par la
puissance maximale gu'elle peut dissiper sans étre détruite. On rappelle que la puissance P
dissipée dans une résistance R parcourue par un courant / est donnée par I'expression : P =
RE.

En pratique : résistances en électronique intégrée

En électronique intégrée, une résistance est réalisée par un parallélépipéde de silicium, dont la
résistivité dépend du dopage (voir le chapitre consacré a la technologie CMOS). Souvent, pour
diminuer la surface de silicium utilisée, on préfére utiliser un composant actif (transistor) dans
un mode de fonctionnement ou il se comporte comme une résistance.

3.2. Condensateurs

av
at

En pratique : condensateurs pour la réalisation de circuits en composants discrets

Les condensateurs, en composants discrets, se présentent sous diverses formes et tailles. La
valeur nominale de la capacité, et la tolérance sur cette valeur, sont souvent inscrites en clair
sur le composant ; elle est parfois représentée par un code de couleurs. Outre sa capacité et la
tolérance sur celle-ci, un condensateur est caractérisé par sa tension maximale d’utilisation.
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En pratique : condensateurs pour la réalisation de composants en électronique intégrée
Les condensateurs sont constitués de deux conducteurs ou semi-conducteurs séparés par une
mince couche d’isolant, généralement de la silice (oxyde de silicium SiOy). Les valeurs typiques
de condensateurs en circuits intégrés sont de l'ordre du pF ou de la fraction de pF. Voir le cha-
pitre consacré a la technologie CMOS.

3.3. Inductances

Les inductances ne sont utilisées que pour des applications dans le domaine des
radiofréquences (fréquences supérieures a 100 kHz). Ce domaine ne sera pas abor-
dé¢ dans le cours. Les inductances peuvent étre réalisées en composants discrets ou

en ¢lectronique intégrée (Figure 9).

(h) > S00um

)
]
B

™y

SOum gap @Jun-Bo Yoon, KAIST Korea

Figure 9

4. ASSOCIATION DE GENERATEURS ET DE
RECEPTEURS

On rappelle que, pour des raisons historiques, le sens conventionnel du courant est opposé au
sens réel de déplacement des €lectrons. Voir par exemple :

http://www.ampere.cnrs.fr/parcourspedagogique/agora/spip.php?article18.

4.1. Conservation de la charge électrique (loi des nceuds)

Loi des nceuds

La somme algébrique des courants se dirigeant vers un nceud est nulle.

4.2. Circulation du champ électrique (loi des mailles)

Loi des mailles

Lorsque 1’on parcourt compleétement une maille d’un circuit, la somme des ten-

sions aux bornes des récepteurs et des générateurs est nulle.
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Exemple : diviseur de tension (résultat a connaitre par ceeur)

R, o Loi des mailles et lo1 d’Ohm :
A
— _>I=0 E=RI +R]I,
- h Loi des nceuds : I =1
E l, R, % )
Loid’Ohm: V = R,
R
O =|\V=E 2
R+R,

Exemple : diviseur de courant (résultat a connaitre par cceur)

1=0 . LT
\ Loidesnceuds: I = I +1,

I2
—_

° Loi d’Ohm et loi des mailles :

]1 = K ;12 = K

/ LR |V R R,
/R R
=|,=1 / 2 =7 1

/R +1/R, R +R

Remarque 1 :

La formule du diviseur de tension est formellement la méme que celle du diviseur de courant :
on obtient la seconde & partir de la premiére en remplagant les tensions par les courants, et les
résistances (R) par les conductances (1/R).

Remarque 2 :

Si les composants qui constituent le diviseur de tension ou le diviseur de courant sont décrits
par des impédances et non des résistances, les relations sont formellement les mémes : il suffit
de remplacer les résistances par les impédances et les conductances par les admittances.

Exemple : gain « petits signaux » d’un amplificateur « émetteur commun » (voir

le chapitre sur les transistors bipolaires)

On cherche le gain « a vide » v/ e du circuit
ci-contre.

v Loid’Ohm:e=R;i
Loi d’Ohm et loi des nceuds : v=—R, Bi

R
Le gain a vide est donc : Y_ -B—=

e &
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4.3. Théoréme de THEVENIN

Le théoréme de Thévenin, ainsi que le théoréme de Norton énoncé dans la section
4.4, sont des outils fondamentaux pour la conception et 1’analyse de circuits élec-
troniques : ils permettent en effet de simplifier considérablement 1’analyse de cir-
cuits linéaires.

Il est important pour I’ingénieur de connaitre et d’avoir compris ces théoremes,
mais surtout d’étre convaincu qu’il ne s’agit pas simplement d’un exercice de ma-
thématiques : ce sont de véritables outils. Il faut donc penser a les mettre en ceuvre
autant qu’il est nécessaire : un outil n’est utile que si I’on acquiert le réflexe de le

sortir de la boite a outils et de 1’utiliser a bon escient.

Théoreme

Soit un circuit composé de composants passifs linéaires (caractérisés par leurs ré-
sistances ou leurs impédances), de générateurs indépendants et de générateurs /i-
néairement dépendants. On peut modéliser le comportement de ce circuit, vis-a-vis
d’une charge branchée entre deux de ses points, par un générateur de tension cons-
titué

e d’un générateur de tension idéal,

e d’une impédance (appelée « impédance de Thévenin » ou « impédance de sor-

tie ») branchée en série avec le générateur de tension idéal.

Connaissant le schéma du circuit, on peut calculer de différentes manicres la ten-

sion fournie par le générateur idéal, et la valeur de I’impédance de Thévenin.

4.3.1. Forme « marche a vide et court-circuit »

e La tension fournie par le générateur de tension idéal (dite « tension de
Thévenin ») a pour expression
E, =V,
ou V., est la tension qui existerait, entre les bornes considérées, si cel-
les-ci étaient en circuit ouvert, c¢’est-a-dire si la charge branchée entre
ces bornes ¢était de résistance (ou d’impédance) infinie.

e [’impédance de Thévenin a pour expression

ou /.. est le courant qui passerait, entre les deux bornes considérées,
si celles-ci €taient court-circuitées, c’est-a-dire si la charge branchée
entre ces bornes €était de résistance (ou d’impédance) nulle (Figure
10).
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4.3.2. Forme « de Thévenin »

On peut également calculer les ¢léments du générateur de Thévenin par

le procédé suivant (Figure 11) :

e «¢éteindre » les sources indépendantes, c’est-a-dire remplacer les
sources de tension indépendantes par des courts-circuits et les sources
de courant indépendantes par des circuits ouverts,

e conserver les sources liées,

e calculer le courant /5 qui passerait entre les bornes considérées si ’on
branchait a celles-ci une source de tension V.

L’impédance du générateur équivalent vaut

_V
zZ, = .
)
—H o
VCO VCO/ ICC
£ —{ 1o
o/ ©

1 —o0—
ICC
€ PN
/ -
Figure 10

Théoreme de Thévenin (forme « marche a vide et court-circuit »)
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Source _,
lice Source liée
/S
1 F —H ¢
Source Y
indépendante S
() |
" °
Source
indépendante
Figure 11
Théoreme de Thévenin (forme « de Thévenin »)
Remarque :

Si le circuit ne comporte que des sources indépendantes, le circuit simplifié, obtenu en court-
circuitant les sources de tension et remplagant les sources de courant par des circuits ouverts,
ne contient que des composants passifs, caractérisés par leurs impédances. L'impédance du
générateur de Thévenin équivalent est donc simplement I'impédance équivalente du circuit
simplifié (Figure 12).

|<’—_SO N
ZTh VS

&

Figure 12

Des exemples de mise en ceuvre sont présentés dans la section 4.5.

4.4. Théeoreme de NORTON

Théoréme

Soit un circuit composé de composants passifs linéaires (caractérisé€s par leur résis-
tance ou leur impédance), de générateurs indépendants et de générateurs linéaire-
ment dépendants. On peut modéliser le comportement de ce circuit, vis-a-vis d’une
charge branchée entre deux de ses points, par un générateur de courant constitué

e d’un générateur de courant idéal,

e d’une impédance branchée en parallele avec le générateur de courant idéal.

Les valeurs de ces ¢léments peuvent étre déterminées par le procédé suivant
(Figure 13) :
e le courant fourni par le générateur de courant idéal (« courant de Norton »)
a pour expression
1. =1_,

N cc
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ou /.. est le courant qui passerait entre les bornes considérées si celles-ci
¢taient court-circuitées, c’est-a-dire si la charge branchée entre ces bornes
¢tait de résistance (ou d'impédance) nulle,

I’impédance interne (ou « impédance de Norton » ou « impédance de sor-

tie ») a pour expression

ou V., est la tension qui existerait, entre les deux bornes considérées, si cel-
les-ci €taient en circuit ouvert, c¢’est-a-dire si la charge branchée entre ces

bornes était de résistance (ou d'impédance) infinie.

—
VCO
— loo Veo! loo
—
ICC
F i o
e/
Figure 13
Théoreme de Norton
Remarque

Sl I'on connait les éléments (En, Zm) du générateur de Thévenin équivalent d’un circuit donné,
on peut en déduire les éléments (In, Zv) du générateur de Norton équivalent a ce méme circuit :

E
INZTM' Z,=7,

Th
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4.5. Exemples de mise en ceuvre des théorémes de Thévenin et Norton

4.5.1. Générateur de Thévenin équivalent a un diviseur de tension

Marche a vide Court-circuit

4.5.2.

Marche a vide : on a démontré (section 4.2) la formule du diviseur de

tension. On obtient donc immédiatement 1’expression de E7y, :

R

2

E =F
T R +R,

Court-circuit : la loi d’Ohm dans R, donne /; = 0, donc d’apres la loi des

neeuds /) = I¢cc. Enfin, d’apres la loi des mailles : £ = R; [;. Donc

et par conséquent |R_ = ﬂ =R//R
P 1 mOR4R VTR
1 2

Remarque

L'expression de la résistance de Thévenin Ry, peut étre obtenue de maniére plus simple
en utilisant la « forme de Thévenin » (section 4.3.2) : le générateur de tension étant in-
dépendant, on peut I'éteindre, c'est-a-dire le remplacer par un court-circuit. On voit alors
immédiatement que le circuit ainsi obtenu est constitué des deux résistances Ry et R, en
paralléle.

Schéma équivalent « petits signaux » selon Thévenin d’un amplifi-
cateur « émetteur commun » (voir le chapitre sur la technologie bi-
polaire)

On cherche le générateur de Thévenin équivalent au circuit représenté sur

la Figure 14, qui a déja été étudié dans la section 4.2.

ol

Figure 14
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On a démontré que le gain a vide du circuit a pour expression

v R,
e BRl

. R,
Par consequent (e, = v, = —[3?3 )
1

Pour calculer la résistance de Thévenin, on éteint le générateur de tension
indépendant e et ’on conserve la source de courant liée ; le schéma sim-

plifié est donc :

]
—>
R, Bi
RZ

—0

D’apres la loi des mailles, on a R;i = 0, donc i = 0. La source de courant

liée fournit un courant nul : ¢’est donc un circuit ouvert. Le schéma sim-

plifi¢ se réduit donc a la résistance R, : |R, = R |.

Remarque

Montrons que I'on obtient évidemment le méme résultat en appliquant la forme « marche
a vide et court-circuit ». L'expression de vco ayant été déterminée au paragraphe précé-
dent, il reste a trouver celle du courant icc dans le circuit suivant :

La tension aux bornes de la résistance R
! étant nulle, le courant qui la parcourt est nul ;

—> . . .
donc, d’apres la loi des nceuds : i, =—pi .
R, _ D’autre part, d’aprées la loi d'Ohm dans la ré-
e C) lec sistance Ry,onai=e/Ry.
. e
Par conséquent i, =—f—.
R1
R
_Bﬁze
La résistance de Thévenin a donc pour expression :|R_ =—‘:R2 . On retrouve
e
B R

évidemment le résultat précédent.

4.5.3. Charge d’un condensateur
On consideére le circuit représenté sur la Figure 15 ; on cherche
I’expression de la tension V¢ () aux bornes du condensateur en réponse a

un ¢échelon de tension E(7) (« réponse indicielle » du circuit).
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— 1 o EoA

1 Re E
E(?) R, C — V() infinie

Figure 15

On sait (résultat a connaitre par cceur) que la charge d’un condensateur a
travers une résistance, selon le schéma de la Figure 16, a partir de condi-

tions initiales nulles, est gouvernée par la relation

V. (t)= E[1— eXp[—%D avec 7= RC

Ce résultat est établi dans la section 5.1.1.

E
|
R 1
O I
— i o |
—_ I
. Re N ]
C — V() infinie = |
:
|
o |
I
0 1 L
RC temps
Figure 16

Puisque ce résultat est acquis, il est naturel de chercher a ramener le cir-
cuit de la Figure 15 a un circuit de la forme de celui qui est représenté sur
la Figure 16. Pour cela, on utilise évidemment le théoreme de Thévenin.
On a vu dans la section 4.5.1 (diviseur de tension) que le générateur de
Thévenin équivalent est constitué d’un générateur idéal qui a pour ex-

pression

R
E_(t)=E(t 2
Th( ) ( ) Rl + R2
en série avec la résistance Ry, = R1//R,.
La réponse indicielle recherchée a donc pour expression :

R t R
v (t)zE 2| 1—exp| —— | | avec T:LC
« R +R T R

1 2 1+R2
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4.5.4. Pont de Wheatstone

4.5.5.

4\—— /7777

On cherche le générateur de Thévenin équivalent au pont de Wheatstone
représenté sur la Figure 17.
En circuit ouvert, d’apres la formule du divi-

seur de tension (section 4.5.1), on a

OA

R, R,
V,=E etV,=E———,
v, R +R R +R,

1 2

R, R,
dochTh:VA—VB:ER R_R rak

+ +

1 2 3 4

OB On trouve la résistance du générateur de

v Thévenin en remplagant le genérateur de

tension indépendant par un court—circuit : on
& observe que la résistance équivalente est
Figure 17 constituée de R3 et R4 en paralléle, en série
avec R; et R, en paralléle.
Donc
RR N RR,
R+R, R +R,

R, =(R/R,)+(R/R,)=

Exercice : estimation de I’erreur de mesure de la résistance interne
d’un générateur de tension

On rappelle la « méthode de la tension moitié¢ » mise en ceuvre pour me-
surer la résistance interne d’un générateur de tension : on mesure la ten-
sion V aux bornes du générateur en circuit ouvert, puis on fait débiter le
générateur dans une résistance variable R, et I’on fait varier celle-ci jus-
qu’a ce que la tension V; a ses bornes soit égale a }/2. Alors la valeur de
Rc (notée R, ;) est égale a la valeur de la résistance interne du générateur.
On utilise, pour cette mesure, un voltmetre de résistance d’entrée Ry = 10
MQ. On trouve Ry, = 5 M. Montrer que si I’on en déduit que la résis-

tance interne » du générateur vaut 5 M€2, on commet une erreur relative

R
2500,

r

4.5.6. Autres exercices

http://www.univ-lemans.fr/enseignements/physique/02/electri/thevenin.html

4.6. Adaptation d’impédances

Nous avons vu que, pour un circuit composé d’¢léments linéaires, le théoreme de

Thévenin ou le théoréme de Norton permettent toujours de ramener le probléme
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que I’on étudie a I’association d’un générateur réel d’impédance interne Zy;, et
d’une charge d’impédance Zc. Le probléme de 1’adaptation d’impédances est le
probléme du choix des valeurs relatives de Zy; et Z¢. Deux cas sont a envisager,

selon que 1’on cherche a transmettre une tension ou une puissance.

4.6.1. Cas de la transmission d’une tension

Supposons que I’on veuille mesurer, a 1’aide d’un voltmeétre, la tension V'
entre deux points d’un circuit supposé linéaire. Ce dernier peut étre mo-
délis¢é comme un générateur de Thévenin (E7;, Zrm). Supposons que
I’impédance interne se réduise a une résistance : alors Zz, = Ryp,. Le volt-
metre, pour sa part, peut étre modélis€ comme une charge Z¢, appelée
impédance d’entrée du voltmetre, que nous supposons aussi purement ré-
sistive : Z¢ = Rc. On se trouve donc dans la situation représentée sur la

Figure 18 : on voit immédiatement que la tension mesurée V' a pour ex-

pression
R
V=E, ——.
R, +R.
z
Th / )
EThT V ZC
Figure 18

Propriété

Pour que la présence de 1’appareil de mesure ait le moins d’influence

possible, il faut que la résistance d’entrée Rc de [’appareil de mesure soit

tres grande devant la résistance de la source Ryy,.

Autre situation fréquente : supposons que la source fournisse un signal
trés faible (cas d’un capteur par exemple : antenne d’un téléphone porta-
ble, thermocouple, ...) que I’on cherche a amplifier a ’aide d’un amplifi-

cateur d’impédance d’entrée Zc. Le signal d’entrée de ’amplificateur a
Z

donc pour expression: V = E ——<—.

P P "Z, +Z,
Puisque I’on cherche a amplifier le signal fourni par le capteur, il faut
que la présence de ’amplificateur affaiblisse le moins que possible le si-

gnal que I’on veut amplifier, donc que la tension V soit aussi grande que
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possible. On aboutit donc a la méme conclusion que dans le cas précé-
dent.

Propriété
Pour qu’une source de tension transmette une tension a un amplificateur

avec I’affaiblissement le plus faible possible, la résistance d’entrée de

[’amplificateur doit étre tres grande devant la résistance de la source.

Remarque
Si la source et la charge ne sont pas purement résistives, la condition devient :

Z
<<1 et phase ¢ 1=0
ZTh + ZC

4.6.2. Cas de la transmission d’une puissance

ZC

Z_+7

Th c

Il est fréquent que le signal de sortie d’un systeme de traitement de
I’information soit transmis a un actionneur (moteur, vérin, haut-parleur,
etc.), c’est-a-dire a un systéme physique qui doit avoir une action sur le
monde extérieur, donc fournir une certaine puissance. Ainsi, le signal de
sortie d’un lecteur de CD doit étre transmis a un haut-parleur ou écouteur
qui doit fournir une puissance acoustique ; le régulateur de vitesse d’une
voiture fournit un signal a un moteur ¢électrique qui met en mouvement
la pédale d’accélérateur ou le papillon d’admission d’air. On a donc inté-
rét a ce que la puissance électrique fournie a la charge soit maximum,
alors que, dans le cas précédent, on avait intérét a ce que la tension aux
bornes de la charge soit maximum.
Comme dans le cas précédent, la source (le systeme de traitement) et la
charge (I’actionneur), s’ils fonctionnent en régime linéaire, peuvent étre
modélisé€s respectivement par un générateur de Thévenin (Ep, Zg,) et par
une impédance de charge Z¢. L’ objectif de I’adaptation d’impédance est
a présent de trouver la relation entre I’impédance de source et
I’impédance de charge qui assure la meilleure transmission de puissance
possible.
Supposons pour simplifier que les impédances soient réelles (des résis-
tances). La puissance fournie a la charge est

P=VI= E;h—RC ;

(R, +R.)
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Le générateur étant fixé, comment choisir la charge pour que lui soit
transmise une puissance maximale ? Cette charge est donnée par la rela-

tion :

R_—-R
—=E, ——<-=0, soit|R, =R.|.
dR 3 Th C

c (R, +R.)

C

Propriété

La transmission de puissance entre une source et une charge résistive est

optimale si la résistance de source et la résistance de charge sont égales.

La transmission de signal, elle, n’est pas optimale puisque la tension aux

bornes de la charge n’est que la moiti¢ de sa valeur maximale E7y,.

Que se passe-t-il si I’on s’¢loigne de la condition d’adaptation ?

e Si la résistance de charge est trés grande devant la résistance de
source, le courant tend vers zéro, donc le générateur ne fournit pas de
puissance et la charge n’en regoit pas.

e Silarésistance de charge est trés petite devant la résistance de source,
2

la puissance —— fournie par le générateur est dissipée dans sa

Th+RC

résistance de source au lieu d’étre transmise a la charge: dans
I’exemple du lecteur de CD, ’amplificateur chauffe et les hauts par-
leurs ne fournissent pas de puissance acoustique.

La Figure 19 illustre ces phénoménes. Les puissances sont rapportées

\ . . . r 2 .
a la puissance maximale que peut fournir le générateur, £ / R, ;la

résistance de charge est rapportée a la résistance de source, de sorte
que la condition d’adaptation apparait pour R, / R, =1.

Dans le cas ou les éléments des circuits sont des impédances complexes
Zm et Z¢, on démontre (voir le document « Corrigé des exercices propo-

sés ») le résultat suivant.

Propriété
La transmission de puissance entre une source et une charge est optimale

si I'impédance de source et I’impédance de charge sont complexes

conjuguees : |Z. =2, |.

[llustration :

http://subaru2.univ-lemans.fr/enseignements/physique/02/electro/adapt.html
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Puissance fournie a la charge

——— Puissance dissipée dans la source
Puissance fournie par la source

/

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5
RC/RTh

Figure 19

5. FILTRES : DUALITE TEMPS-FREQUENCE

Cette section est d’une grande importance, car elle présente des concepts déja vus en prépa,
mais probablement sous un angle différent. D’autre part, elle contient de nombreux résultats
qui seront extrémement utiles, non seulement dans le cours d’électronique, mais aussi dans le
cours de commande de processus.

Nous considérons dans toute cette section des filtres composés exclusivement d’éléments pas-
sifs (résistances et condensateurs) ; on les désigne sous le terme de « filtres passifs », par op-
position aux « filtres actifs », qui comprennent des composants actifs (transistors ou amplifi-

cateurs opérationnels).

5.1. Filtre RC passe-bas du premier ordre

La Figure 20 présente le filtre passif le plus simple, constitué¢ d’une résistance et

d’un condensateur.

RC
£ <> V,(0 vo|==c V| | il

Filtre RC passe-bas
du premier ordre

Figure 20
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Le signal d’entrée V;,(¢) de ce filtre est E(¢) ; son signal de sortie V,,(t) est V(t).

5.1.1. Point de vue temporel : réponse indicielle d’un filtre RC passe-bas

du premier ordre
Rappelons (voir section 4.5.3) que la réponse indicielle est la réponse
Ve(f) a un échelon de tension E(¢) (voir Figure 15) lorsque toutes les
conditions initiales sont nulles. En d’autres termes, il s’agit de la courbe
de charge d’un condensateur a travers une résistance sous une tension
constante appliquée a I’instant # = 0. Un échelon de tension d’amplitude
unité est appelé « échelon de Heaviside », habituellement désigné par
H() :

H(t) =0 pourtouts <0

H(t) =1 pour tout >0

La charge d’un condensateur a travers une résistance, lorsque E(¢) passe
de 0 a E, en un temps infiniment court, a I’instant ¢ = 0, est donc la ré-
ponse temporelle V(f) a un échelon E(¢) = EH(?).

L’impédance de charge ¢étant infinie, le courant dans la résistance est égal

au courant dans le condensateur. On a donc

E(t)=R dol) + o) (1

dt C

ou Q(t) est charge ¢lectrique portée par le condensateur et E(¢) = EH(t).
Le systéme est donc régi par une équation différentielle linéaire a coeffi-
cients constants du premier ordre, ce qui explique une partie de la déno-
mination « filtre passe-bas du premier ordre ».
La solution de I’équation (1) est la somme de la solution en régime libre
(solution générale de 1I’équation sans second membre) et de la solution en
régime forcé (solution particuliere de 1’équation complete).

La solution générale de I’équation sans second membre est de la forme

t
Aexp{——] avec 7= RC.
T

La quantité 7 est appelée constante de temps du filtre.
La solution en régime forcé est évidemment CE. La solution recherchée
est donc de la forme

0(f)=CE + Aexp(—ij

T

La condition initiale étant V.(¢) = 0, donc Q(¢) = 0, la constante 4 est

¢gale a —CE, d’ou la solution cherchée :
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0(t)= CE[I—GXp(—%H.

T )

Cette relation doit étre connue par ceeur, ainsi que 1’allure de la réponse

soit encore

indicielle, représentée sur la Figure 21.

E
|
|
I
|
0,63E F---f- |
— I
~° :
|
|
|
I
|
O ! 1
RC temps
Figure 21

On vérifiera que la tangente a 1’origine intercepte 1’asymptote au temps
t= 7: cela constitue une méthode expérimentale de détermination de la
constante de temps d’un processus linéaire du premier ordre. On vérifiera
¢galement que la tension aux bornes du condensateur atteint 63% de sa

valeur finale au bout du temps 7, quelle que soit cette valeur finale.

En résumé
Le temps nécessaire pour charger un condensateur de capacité C, a tra-
vers une résistance R, sous une tension constante, est de 1’ordre de RC,

indépendamment de la tension sous laquelle on le charge.

. Point de vue fréquentiel : réponse harmonique d’un filtre RC passe-

bas du premier ordre

Nous considérons le méme circuit (Figure 20), soumis a présent a une
tension E(¢) sinusoidale, supposée établie depuis un temps « infini »,
c’est-a-dire depuis un temps trés grand devant la constante de temps 7 du

circuit.
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5.1.2.1. Gain complexe d’un filtre RC passe-bas du premier ordre

Comme précédemment, la solution comprend un terme transi-

toire en exp(—t/ T) , qui est négligeable puisque ¢ >> 7. Le seul

terme est donc celui de régime forcé ; la tension appliquée étant

de la forme £ (t) =F exp( ja)t) ! la solution est de la forme
Q(t) = Aexp(j(ut)

ou A est un nombre complexe. Reportant cette expression dans

1I’équation (1)

il vient
Eexp(ja)t) = RAja)exp(ja)t) + gexp(jwt)

soit encore
CE
A= )
1+ jort

La tension aux bornes du condensateur a donc pour expression

E(1)

V(1) = —E—exp(joor) =

¢ 1+ jot 1+ jot

On définit le gain complexe, noté¢ G(jw) :

A0S
E(t) 1+ jor

G(ja))s

Remarque

On peut aussi établir 'expression du gain complexe en utilisant les impédan-
ces des composants. En effet, le circuit représenté sur la Figure 20 est un
pont d'impédances ; en posant Z1=R et Z, = 1/ jCaw, et en appliquant la
formule du pont d’impédances, on obtient :

B Z, VjiCow 1
Vc(t)_E(t)Z1J:ZZ _E(t)RH/ij_E(t)Hjm'

On retrouve bien 'expression du gain complexe.

1 . . . ’ s 17 7 . J
La notation complexe des grandeurs sinusoidales étant considérée comme acquise, on utili-

sera ici la méme notation pour une grandeur X(¢) et pour sa représentation complexe

X exp(jax). Dans tout le cours, pour éviter les confusions avec les courants, fréquemment no-

tés 7, on utilise la notation j pour désigner le nombre imaginaire pur unité (j* = —1).
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5.1.2.2. Diagramme de Bode : définition et propriétés

Le diagramme de Bode du gain complexe d’un systéme linéaire
représente 1’évolution du gain en fonction de la fréquence ; il
est composé de deux parties :
e Un diagramme qui présente le module du gain (en déci-
bels) en fonction du logarithme décimal de la pulsation.
e Un diagramme qui présente la phase du gain (générale-
ment en degrés) en fonction du logarithme décimal de la

pulsation.

Définition (a connaitre par cceeur)
Lorsqu’il est exprimé en décibels, le module du gain ‘G( ja))‘
vaut 2010g|G(jw)

, ou log désigne le logarithme décimal.

Cette représentation présente plusieurs intéréts :
e Tres fréquemment, le gain complexe d’un systéme li-
néaire peut se mettre sous la forme d’une fraction ra-

tionnelle dont le numérateur et le dénominateur sont fac-

torisés :
H(1+j60’l'l.)
Gljo)=K—= @)
(]co) H(1+]an' )
ou

o Kest le gain statique, ainsi nommé¢ parce que
lim, ,G(jo)=K si Z=0

o D (degré du dénominateur) est appelé 1’ordre du
systeme.

o N < P si le modele utilisé représente un proces-
sus strictement physiquement réalisable (voir le
premier chapitre du cours de commande de pro-
cessus)

Si le gain complexe est de cette forme, et s’il est expri-
mé en décibels, les contributions de chacun des termes
du produit au numérateur s’additionnent, et les contribu-
tions de chacun des termes du produit au dénominateur
se retranchent des précédentes.

Pour tracer le diagramme de Bode de n’importe quel

gain complexe mis sous la forme précédente, il suffit
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donc de savoir tracer les diagrammes de Bode de quatre
1 1

1+ jot’ ]E

fonctions : 1+ jor, jort.

e En réalité, le tracé est encore simplifié par le fait que
I’on peut se contenter, avec une bonne approximation,
de tracer le diagramme de Bode asymptotique, c’est-a-
dire d’approcher le diagramme de Bode exact par ses

asymptotes.

Remarque

Le gain complexe du filtre RC passe-bas du premier ordre est bien de la forme
(2), avec K=1,N=0, et D = 1. Le modéle est d’ordre 1, comme nous I'avons
vu dans l'étude temporelle (section 5.1.1), et il représente un processus stric-
tement physiquement réalisable.

5.1.2.3. Diagramme de Bode d’un filtre RC passe-bas du premier ordre

(a connaitre par coeur)

Deux propriétés résultent de la remarque précédente :

Propriété
Un filtre passe-bas du premier ordre est caractérisé par deux pa-

rametres : son gain statique et sa constante de temps.

Propriété

Le gain statique d’un filtre RC passe-bas du premier ordre est

¢gal a 1, et sa constante de temps est égale a RC.

Comme indiqué dans la section précédente, on commence tou-
jours par tracer le diagramme de Bode asymptotique du gain
complexe (si celui-ci est sous la forme (2)), ce qui permet
d’obtenir de maniére immédiate 1’allure du diagramme. Le dia-
gramme asymptotique est obtenu en cherchant les limites du
module et de la phase du gain complexe aux trés basses fré-
quences (@ — 0) et aux trés hautes fréquences (w — + ).

Rappelons I’expression du gain complexe d’un filtre pase-bas

du premier ordre :

G(ja))z 1+‘1jan' avec 7= RC.
‘G(ja))‘ = % ;phase[G(ja))} = —Arctg(an’)

1+w't
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® Basses fréquences : T << 1: limm_m‘G( ja))‘ =1 ; le module

du gain tend donc asymptotiquement vers 20 log(1) =0 dB; la
phase tend vers 0°.

e Hautes fréquences : @t >> 1: G( ja))z_L ; le module du
jort
gain est donc —20log(arc) = —2010g(a))— 2010g(1’) . En consé-
quence, I’asymptote est une droite
o de pente —20 dB/décade (c’est-a-dire que le gain diminue
de 20log(10) =20 dB lorsque la pulsation est multipliée
par 10) ou —6 dB/octave (le gain diminue de 20log(2) = 6
lorsque la fréquence augmente d’une octave, c’est-a-dire
lorsqu’elle est multipliée par 2)
o coupant I’axe 0 dB 4 la pulsation @ =1/7.
La phase vaut —1t/2 = —90° pour @ — +co . Elle vaut —45° pour
o =1/t . Une bonne approximation consiste a considérer que la
phase varie linéairement de 0° pour @ = 1/ (101') a —90° pour
w=10/7.
On retiendra enfin que, pour @ =1/7, le gain complexe vaut
%j : le module du gain vaut 2010g(1/\/5) =~-3dB :ilesta3
dB en dessous du gain statique. La pulsation 1/7 est la pulsa-

tion de coupure ; la fréquence 1/ (271'1’) est la fréequence de cou-

pure.
La Figure 22 présente le diagramme asymptotique et le dia-
gramme exact. On observera que le diagramme asymptotique
constitue une trés bonne approximation du diagramme exact ;
elle est fréquemment suffisante. Si I’on a besoin du diagramme
réel, il suffit d’avoir recours a 1’un des nombreux logiciels qui
permettent le calcul et le dessin automatiques du diagramme de
Bode.
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20log(1/2)~-3 dB

/

i - 20 dB/décade ™
iiidil (-6 dBloctave) -i-iiN

Module (dB)
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[ Il

| [
fffffffffffffffff

Phase (deg)
A
o

0,01 0,1 1 10
RC RC RC RC
Pulsation (rad/sec)

Figure 22

Remarque trés importante 1

Le diagramme asymptotique d’un filtre passe-bas du premier ordre doit étre
connu par ceeur, et les calculs nécessaires pour I'établir doivent pouvoir étre
retrouvés sans hésitation.

Remarque trés importante 2
Le diagramme de Bode de tout systéme dont le gain complexe s'écrit

6(jo)=1— 3)

1+ jot

(gain statique K et constante de temps 1) se déduit du précédent par une
translation verticale de 20 log(K) pour le diagramme de gain, le diagramme
de phase restant identique.

De méme, si la mise en équation d’'un circuit, ou d’'un systéme physique
quelconque, conduit & un gain complexe de la forme

, K
G(ja))= ,
a+jot
. . . K/a .
il est commode de se ramener a la forme (3) G(ja))=—, ce qui
1+jco(r/a)

montre immédiatement que le gain statique vaut K / a et la constante de
temps 7/ a.

Les considérations précédentes justifient le terme de « filtre » :
d’un point de vue fréquentiel, le circuit RC que nous venons
d’¢étudier laisse passer, sans les atténuer, les signaux de basse
fréquence (w7 << 1), et il atténue ’amplitude des signaux de
haute fréquence (w7 >> 1) : il « filtre » donc les hautes fréquen-

CES.
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5.1.3. Dualité temps-fréquence

Les points de vue temporel et fréquentiel expriment deux aspects du
méme phénomene physique. En électronique, en commande de proces-
sus, mais aussi en optique, en acoustique, en mécanique, en traitement du
signal, et dans bien d’autres domaines, il est trés important de pouvoir
passer d’un point de vue a I’autre sans hésitation, car cela permet des rai-
sonnements qualitatifs, et 1’établissement d’ordres de grandeur qui sont
extrémement utiles.

Les points de vue temporel et fréquentiel sont liés entre eux par la trans-
formée de Fourier. Celle-ci sera étudiée en détail dans le cours de traite-
ment du signal. Elle établit que, sous certaines conditions peu restrictives,
tout signal peut étre décomposé en une somme infinie de sinusoides, dont
les amplitudes constituent le « spectre de Fourier » du signal.

Supposons que le signal étudi¢ soit un échelon. Sa transformée de Fou-
rier contient certainement de tres hautes fréquences, puisque ce signal va-
rie trés vite a I’instant initial ; il contient aussi certainement des fréquen-
ces tres basses, puisque ce signal reste constant, apres sa variation infi-
niment rapide. Pour trouver la réponse indicielle du circuit RC que nous
avons étudi€, on peut décomposer ce signal en sinusoides, et considérer
I’effet de ce filtre sur ces sinusoides. Le systeme étudié étant linéaire, on
peut ensuite reconstituer le signal temporel en faisant la somme des sinu-
soides qui sortent du filtre.

Appliquons ce principe au circuit RC étudié€ ici : ¢’est un filtre passe-bas,
qui laisse intactes les sinusoides de basse fréquence, mais atténue les si-
nusoides de haute fréquence. Le spectre de Fourier du signal obtenu a la
sortie du filtre est donc plus pauvre en hautes fréquences que 1’échelon
initial ; en revanche, il est aussi riche en basses fréquences ; en consé-
quence, le signal de sortie contient une partie constante, mais il ne peut
plus varier infiniment vite a I’instant initial, car son contenu en hautes
fréquences est devenu insuffisant. C’est bien ce que I’on observe sur la
Figure 21 : 'exponentielle de charge du condensateur n’est autre qu’'un

échelon de tension « ramolli » par le filtrage de ses hautes fréquences.

La dualité temps-fréquence permet, de manicre équivalente, de prévoir
I’allure de la réponse indicielle d’un systéme, aux temps longs et aux
temps courts, a partir du gain complexe : dans le filtre RC passe-bas du
premier ordre, le gain complexe vaut 1 aux basses fréquences, ce qui si-

gnifie que la réponse aux temps longs (¢ >> 1) est identique a la sollicita-
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tion, c’est-a-dire constante. D’autre part, le gain complexe décroit a rai-
son de 20 dB/décade en haute fréquence, ce qui est caractéristique du
comportement fréquentiel d’un intégrateur (voir annexe), ce qui signifie
que la réponse indicielle aux temps courts (t << 7) est semblable a celle
d’un intégrateur. Cela se justifie facilement en considérant 1’équation dif-

férentielle qui régit le filtre
dv_(t
RC%+ v.(t)=E(r).

Aux temps courts, la tension de sortie V(?) est trés petite (nulle a £ = 0),
donc le second terme de la somme est trés petit devant le premier : V(?)
est donc proportionnelle a I’intégrale de la tension d’entrée E(7). Le sys-

téme se comporte donc bien comme un intégrateur aux temps courts.

De maniére générale, il est important d’avoir bien assimilé les équivalen-
ces suivantes, qui sont vraies quelle que soit la nature (électronique, mé-
canique, acoustique, optique, chimique, biologique, ...) du systéme li-
néaire étudié.

Equivalences
Signal a variation temporelle rapide < spectre de Fourier riche en hautes fréquences
Signal a variation temporelle lente < spectre de Fourier riche en basses fréquences
Réponse indicielle d’un systéme linéaire aux temps courts
g
comportement du systéme en haute fréquence
Réponse indicielle d’un systéme linéaire aux temps longs

0

comportement du systéme en basse fréquence

P

.

0 RC temps

1/IRC
Pulsation (rad/sec)

Figure 23
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5.2. Filtre RC passe-haut du premier ordre

La Figure 24 présente le filtre RC passe-haut constitué d’une résistance et d’un
condensateur. Comme dans le cas du filtre RC passe-bas, le phénomene physique
est la charge d’un condensateur a travers une résistance ; mais, cette fois, le signal
de sortie V,,(t) n’est pas la tension aux bornes du condensateur, mais la tension

Vr(t) aux bornes de la résistance.

s ¢ s
- [ | 5
P4 |
RC
=0 <> Vial®) V(D) R \Voul®| | infinie

-------------------------------

Filtre RC passe-haut
du premier ordre

Figure 24

5.2.1. Point de vue temporel : réponse indicielle d’un filtre RC passe-haut
du premier ordre
On cherche a présent la réponse temporelle Vx(¢f) a un échelon E(¢) =
EH(?).
Reprenons I’équation (1) :

ao(r) , o)

“a C

dont on a établi la solution générale dans la section 5.1.1

oo 3

On s’intéresse cette fois a la tension aux bornes de la résistance
dQ(1)
V (t)J= R—~

EH(t)=R

d’ou la solution recherchée :

v, (t)= Eexp[—%j

Cette relation doit étre connue par ceeur, ainsi que 1’allure de la réponse
indicielle, représentée sur la Figure 25.
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)

037 E

temps

Figure 25

En résumé
Le temps nécessaire pour décharger un condensateur de capacité C, char-

g¢ initialement sous une tension E, a travers une résistance R, est de

I’ordre de RC, indépendamment de sa charge initiale.

Remarque importante
On observe

e d'une part, que la tension Vr subit une variation discontinue a t = 0,

e d’autre part, que cette variation est synchrone avec la variation de la tension d’entrée.
Le fait que la variation de Vr soit discontinue n'est pas choquant, puisque la tension d’entrée
E(t) varie elle-méme de maniéere discontinue. En revanche, le fait que la réponse soit instanta-
nément identique a la sollicitation pose un probléme : ce modéle ne semble pas étre causal.
Nous reviendrons sur ce point dans la section suivante.

5.2.2. Point de vue fréquentiel : réponse harmonique d’un filtre RC passe-
haut du premier ordre

5.2.2.1. Gain complexe d’un filtre RC passe-haut du premier ordre
Nous avons montré, dans la section 5.1.2.1, que la charge portée
par le condensateur, en régime sinusoidal permanent
(E(t) = Eexp(ja)t) ), est de la forme

0(r)= lfj’?m exp( o)

On s’intéresse a présent a la tension aux bornes de la résistance
dQ\t
v, ()= 2220
dt

qui a donc pour expression

R

V (t) =F " —I{?Tm exp(ja)t) .
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Le gain complexe du filtre est donc
Vet joor
E(r) 1+ jor

G(ja))z

5.2.2.2. Diagramme de Bode d’un filtre RC passe-haut du premier ordre

Comme indiqué dans la section 5.1.2.2, il est commode de cons-
truire le diagramme de Bode asymptotique lorsque le gain com-

plexe est sous la forme de la relation (2)
N

H(l+jan'l_)

G(jco)zK =—

(jco)ZH(Hjan'j)

J=1

2

cequiestlecasici: K=1,Z=0,N=1,D=1.

En effet, les contributions des différents termes sont additives.

La contribution du terme a été étudiée dans la section

1+ jort
5.1.2.3. Il reste donc a étudier la contribution du terme j@7 :
e son module vaut w7: il est représenté par une droite de
pente +20dB / décade dans le diagramme de gain ;
e saphase vaut +90° : elle est représentée par une horizontale.
Le diagramme de Bode est la somme des deux contributions,

comme indiqué sur la Figure 26.

Remarque importante
On observe

e sur la relation (2), que la condition N < D pour que le modéle soit strictement physi-
quement réalisable n’est pas satisfaite,

e que la réponse indicielle varie de maniéere instantanée, et synchrone avec la sollicita-
tion,

e sur le diagramme de Bode, que la phase est positive quelle que soit la fréquence, ce
qui signifie que le signal de sortie est toujours en avance sur le signal d’entrée : ceci
viole évidemment la causalité.

Ces trois observations sont liées entre elles. Elles résultent du fait que la description du circuit
RC que nous utilisons est un modeéle insuffisamment précis de la réalité physique. Nous revien-
drons sur ce point dans la section 5.2.5
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Ce diagramme est bien celui d’un filtre passe-haut : les hautes
fréquences (@7 >> 1) sont transmises sans atténuation par le fil-

tre, alors que les basses fréquences (w7 << 1) sont atténuées.

5.2.3. Dualité temps-fréquence

On peut effectuer, a propos du filtre RC passe-haut, une analyse analogue
a celle qui a été présentée pour le filtre passe-bas.

Les hautes fréquences n’étant pas affectées par le filtre, le signal de sortie
varie treés vite ; en revanche, les basses fréquences étant atténuées, le si-
gnal de sortie ne peut pas rester constant. C’est bien ce que 1’on observe
sur la réponse indicielle, qui « suit » tres bien 1’échelon aux temps courts,
mais qui décroit ensuite exponentiellement et devient nulle aux temps

longs. On retrouve bien les équivalences indiquées dans la section 5.1.3.

5.2.4. Animation et exercices corrigés sur les filtres :

5.2.5.

http://www.webphysique.f{r/Filtrage-lineaire-d-un-signal.html

Validité du modele
Comme indiqué plus haut, le fait que le modele ne soit pas strictement
physiquement réalisable (degré du numérateur du gain complexe non

strictement inférieur au degré de dénominateur), le fait que la réponse in-



37

dicielle varie instantanément et de mani¢re synchrone avec 1’échelon de
tension, et le fait que, en régime permanent, la sortie soit en avance de
phase par rapport a I’entrée, sont trois symptomes du méme probléme : le
modele du circuit contient une approximation dont les conséquences vio-
lent le principe de causalité.

Dans le cas du filtre étudié€ ici, cette approximation est la suivante : pour
relier les bornes de la résistance a une armature du condensateur d’une
part, et a une borne de la source de tension d’autre part, il faut nécessai-
rement des connexions (fils conducteurs si le montage est réalisé en
composants discrets, pistes en cuivre si les composants sont implantés sur
un circuit imprimé, pistes sub-micrométriques en aluminium ou en sili-
cium s’il s’agit d’un circuit intégré). Ces connexions ont certainement
une résistance, faible mais non nulle, et il existe nécessairement entre el-
les une capacité, également faible mais non nulle (typiquement de 1’ordre
d’une fraction de pF). De plus, le générateur a certainement une résis-
tance interne.

La Figure 27 représente un modele plus réaliste du filtre passe-haut, ou r
modélise la somme de la résistance interne du générateur et de la résis-
tance des connexions, et ou ¢ modélise la capacité parasite due aux

connexions (r << R, ¢ << C)).

-
O

RC
E(t) <> Vm(t) Vr:f(t) R ——c Vout(t) infinie

Filtre RC passe-haut
du premier ordre

Figure 27

Soient Z; I'impédance du circuit constitu¢ de » et C en série, et Z,

I’impédance du circuit constitué de R et ¢ en parallele:

1 1+ jrCw R/ jew R
Z=r+——= .]r etZ, = J c' = - . En appliquant
jCw jCw R+1/jew 1+ jRew
Z
la formule du pont d’impédances V ()= E(¢ 2 on obtient
p p W)= E()

1 2

I’expression suivante pour le gain complexe :
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) JRCw JRCw
G( CO) - 2 = 2 ; ’
1-reRCO* + j| (r+ R)C+Re Jo 1~ reRCo® + jRCw
On observe que le degré du numérateur est a présent strictement inférieur
au degré du dénominateur, ce qui signifie que le modele considéré est
strictement physiquement réalisable. Ceci se reflete sur le diagramme de
Bode (Figure 28) : tracé pour R =1 kQ, C=1 uF (soit RC=1ms), r=1
Q, c =1 pF (soit rc = 1 ps), on observe que la phase n’est plus positive a

toutes les fréquences.

I 1
o -
k=)
c
‘©
o
S OB b
©
Q2
S B0 b
e]
o
E_ ..................................................................................................

1 1

------- LI H e B

=)
[0}
=l
[0]
(2]
(]
e
o

! i

108 108

Pulsation(rad/sec)
Figure 28

On observe également que le diagramme de Bode du modele « naif »
(Figure 26) est une trés bonne approximation du diagramme de Bode du
modele physiquement réalisable pour toutes les pulsation petites devant
1/rc, c’est-a-dire dans une tres grande gamme de fréquence. Les différen-
ces entre le comportement du mode¢le naif et celui du modele physique-
ment réalisable ne sont observables qu’en haute fréquence, ou, de ma-

niere équivalente, aux temps courts (petits devant rc).
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La Figure 29 montre la réponse du filtre (en bleu) a une sinusoide de pul-
sation w= 100 rad/sec et d’amplitude unité, commengant a # = 0 (en
rouge) ; la réponse est observée aux temps « longs », c’est-a-dire grands
devant rc, et de ’ordre de grandeur de quelques RC (on rappelle que
RC =1 ms). SiI’on fait abstraction de la premiere demi-période, qui n’est
manifestement pas sinusoidale, on observe une réponse de méme fré-
quence que I’excitation et qui est apparemment en avance de phase par
rapport a l’excitation ; on peut vérifier que le déphasage vaut +45°,
comme prévu par le diagramme de Bode. L’amplitude de la réponse est
dix fois plus faible que celle de I’excitation, ce qui est aussi en accord
avec le diagramme de Bode qui indique que le module du gain vaut -20
dB.

o8 [ | Y 0 O Y 8 T 3 D A
41 L SRR O N SN A RSN 0 N B -
oafl | Y R S — e [t

Amplitude

o2f | Y SRRRM AR S 2 NI NS I,

0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3
Temps (sec)

Figure 29 (RC =1 ms, rc = 1ps)

La Figure 30 montre la réponse (en bleu) a la méme excitation (en
rouge), observée cette fois aux temps « courts », c’est-a-dire petits devant
RC et de I’ordre de quelques rc. On observe que la réponse est bien en re-
tard sur I’excitation. La réponse ressemble a celle d’un filtre passe-bas du
premier ordre de constante de temps 7c = 1 ps a une rampe de tension.

Le modele physiquement réalisable n’est donc réellement utile que si
I’on s’intéresse a la réponse harmonique en haute fréquence, ou a la ré-
ponse indicielle aux temps courts. Si ce n’est pas le cas, la précision du
modele « naif » est largement suffisante. L’explication physique de ce

comportement est indiquée dans la remarque ci-dessous.
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Figure 30 (RC =1 ms, rc = 1ps)

Exercice : en remarquant que le gain complexe du mod¢ele du dérivateur
physiquement  réalisable peut étre mis sous la  forme
‘RCw ‘RCw
G(j co) - J 2 - J
1-reRCw” + jRCw  (1+ jRCw)(1+ jrew)

, tracer le dia-

gramme de Bode asymptotique de G(jw) et retrouver le diagramme de la

Figure 28.

Interprétation physique

Le fait de mettre la fonction de transfert sous la forme ci-dessus n’est pas simplement un
jeu mathématique. Il est justifié physiquement.

A basse fréquence, le module de Iimpédance du condensateur C est trés grand devant r

( L >> 1 soit w<<i=106rad/sec) et, d’'autre part, le module de I'impédance du
jCw rC

>> R soit 0 << Ri =10rad/sec ). En
c

condensateur ¢ est trés grand devant R (

Jjew

conséquence, pour @ << 10% rad/sec, le schéma du circuit peut étre mis sous la forme
simplifiée représentée sur la Figure 31.

1]
o> ] o
V. (h) R ><c Voul)
N |

O O
Figure 31
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A basse fréquence, c'est-a-dire aux temps longs (¢ >> 1 us), le circuit se comporte donc
comme un filtre passe-haut du premier ordre de constante de temps RC. C’est bien ce
que 'on observe sur le diagramme de Bode (Figure 28) et sur la réponse a une sinu-
soide aux temps longs (Figure 29).

A haute fréquence, le module de l'impédance du condensateur C est négligeable devant

—| << r soit @ >>i=106rad/sec ), et le module de l'impédance du
jCw rC

condensateur c est négligeable devant la résistance R

(

la résistance r (

<<R soitw>>Ri=109rad/sec ). En conséquence, pour @ >> 10° rad/sec, le

jew c
schéma du circuit peut étre mis sous la forme simplifiée représentée sur la Figure 32.
r C
o—:]—% O
V. (t) / R ”—=c [V,
O —O0
Figure 32

A haute fréquence, cest-a-dire aux temps courts (f << 1ns), le circuit se comporte donc
comme un filtre passe-bas du premier ordre de constante de temps rc. C'est bien ce que
I'on observe sur le diagramme de Bode (Figure 28) et sur la réponse a une sinusoide
aux temps courts (Figure 30). Cette derniére figure représente la réponse dans un inter-
valle de temps de 5 ps, intervalle dans lequel une sinusoide de pulsation 100 rad/sec
peut étre assimilée a une rampe : la réponse observée est la réponse d’un filtre passe-
bas du premier ordre, de constante de temps rc, a une rampe de tension.

6. Schémas équivalents en continu et en régime variable
(« alternatif »)

Pour simplifier I’analyse d’un circuit €lectronique constitué¢ de composants qui sont linéaires,
ou qui fonctionnent en régime lin€aire, il est généralement indispensable de traiter séparément
les grandeurs (courants ou tensions) continues et les grandeurs variables dans le temps (que
I’on appelle, de manicre souvent inexacte, « alternatives »).

Pour cela, on établit deux schémas équivalents au schéma initial, qui s’appliquent respective-
ment aux grandeurs continues et aux grandeurs variables dans le temps, en supposant que le
régime permanent est établi. Le « théoréme de superposition » autorise ce traitement puisque

le circuit est supposé fonctionner en régime linéaire.
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« Schéma équivalent en continu »

Le « schéma équivalent en continu » est obtenu a partir du schéma initial en remplacant
e les générateurs de tensions variables par des courts-circuits,

e les générateurs de courant variables par des circuits ouverts,

e les condensateurs par des circuits ouverts.

« Schéma équivalent en régie variable »

Le « schéma équivalent en régime variable» est obtenu a partir du schéma initial en rempla-
cant

e les générateurs de tensions continues par des courts-circuits,

e les générateurs de courant continus par des circuits ouverts,

e les condensateurs par des courts-circuits.

Remarque trés importante

Le fait de remplacer les condensateurs par des courts-circuits pour obtenir le schéma équiva-
lent en alternatif est une approximation, alors que le fait de remplacer les condensateurs par
des circuits ouverts pour obtenir le schéma équivalent en continu est exact. En effet,
limpédance d’un condensateur en continu est infinie (un condensateur n’est parcouru par au-
cun courant continu en régime permanent), alors que I'impédance d’'un condensateur en alter-
natif (1/ jCw) n'est nulle qu’a fréquence infinie.

En conséquence, une fois que 'on a analysé le circuit a I'aide d’un schéma équivalent en alter-
natif obtenu en remplagant les condensateurs par des courts-circuits, il faut s'assurer de la vali-
dité de I'approximation : il faut donc s’assurer que, dans le domaine de fréquence d’utilisation
normale du circuit, les impédances des condensateurs sont bien négligeables devant celles des
autres composants du circuit.

Exemple : on considere le circuit représenté sur la Figure 33, ou v est une tension variable
dans le temps et Ve est une tension continue. On cherche les schémas équivalents en continu
et en alternatif. Nous allons effectuer la mise en équation compléte, et montrer que le résultat
obtenu est bien celui que I’on obtiendrait directement en appliquant les régles indiquées ci-
dessus.

. v

cc

L0
I(t
2, ¢

v /2(t)¢ R, v

o+

Figure 33

o
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Le circuit étant composé d’¢léments lin€aires, on peut appliquer le théoréme de superposition,
donc décomposer chacune des grandeurs en une composante continue, désignée par une lettre
majuscule, et une composante variable dans le temps, désignée par une lettre minuscule :
v(e)=v+v,

I(t)=1+i

L(t)=1+i

L(t)=1,+i,

S’agissant d’un régime permanent, on a / = 0 ; d’autre part, on peut, sans perte de généralitg,
supposer que la tension v est sinusoidale de pulsation @ (si ce n’est pas le cas, on peut décom-
poser v en ses composantes sinusoidales en effectuant une transformation de Fourier, comme
nous I’avons vu dans la section 5). Le circuit étant linéaire, les tensions et courants variables

dans le temps sont sinusoidaux de pulsation @.

Ecrivons les équations qui régissent le circuit :

14 —(V+v)
Il+ll: cC Rl 1
1
) V|+V|
I +i,=

2
Q+42:1+1f+5

[

v, = V=

jCw
Identifiant les parties constantes et variables dans le temps, il vient

Vee =V, 1

I, =———;1,=— 1 =1, pour les grandeurs constantes,

Rl R2
. L i .
i =—— i, =— ;i,=i+i ;v ,—v=—— pour les grandeurs variables dans le temps.

R R iCw
1 2 J
. N r . . . vl . vl . . .
Si @ — oo, ces derni€res équations deviennent : i =—— ; i, =— ;i =i+i ;v =V.
R R

1 2
Schéma équivalent en continu : les équations relatives aux grandeurs constantes décrivent
exactement le circuit représenté sur la Figure 34. C’est bien le schéma obtenu en remplagant

le condensateur par un circuit ouvert et la source de tension alternative par un circuit ouvert.
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: Vee
l v R,
I o
I2 R2 V — V RZ
\ 4 1 R +R,

Figure 34

Schéma équivalent en régime variable (« alternatif »): les équations relatives aux grandeurs
variables dans le temps décrivent exactement le circuit représenté sur la Figure 35. C’est bien
le schéma obtenu en remplagant le condensateur par un court circuit et en remplacant la

source de tension continue V¢¢ par un court-circuit.

| ] °
v R1 I R2 I, Vv, =V
Figure 35

Comme indiqué plus haut, il faut se rappeler que ce dernier schéma est une approximation ; il
faut vérifier la validit¢ de cette dernicre, c’est-a-dire s’assurer que, dans le domaine de fré-
quences dans lequel le circuit est utilisé, ’'impédance du condensateur est négligeable. Dans
I’exemple étudié ici, il faut s’assurer que, dans le domaine de fréquences utilisé, la relation

: << R /IR,
jCw

est bien vérifiée. Si ce n’est pas le cas, il faut conserver explicitement le condensateur dans le

schéma €quivalent, comme indiqué sur la Figure 36.

l\.

o

Figure 36
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7. Annexes

Diagramme de Bode d’un intégrateur

Un intégrateur de grandeur d’entrée x (tension, courant ou charge €lectrique si le systeme

considéré est un circuit €électronique) et de grandeur de sortie y est régi par I’équation

y(t) = KJ.;x(u)du
Si la grandeur d’entrée est sinusoidale, de la forme x(t) =X, exp( ja)t), la grandeur de sortie

est sinusoidale de méme fréquence

¥() =2, exp( jor),

jo

de sorte que le gain complexe de I’intégrateur est
) K
jo

Le module du gain est donc

X
20log™~" = 20log|K| - 20log

et sa phase vaut -90°, indépendamment de la fréquence.

Le diagramme de Bode de I'intégrateur de gain K = 1 est représenté sur la Figure 37. Le dia-

gramme de Bode de tout intégrateur de gain K # 1 se déduit du précédent par une translation

verticale, d’amplitude 2010g‘K

5

, de la courbe du module du gain.

)

RS o N s S A R ST RS S S N

= Pente -20 dB/décade

o) S T e L Ty A g

>

©

_q_) -10 """""""""" h B TS - """ rTe===Aa===="r==="r==a--=-"

-]

3

E -15 -------------------------------------------------------------------

-20

) : : ! A

o 7esccccccssroscecccn

E 1 1 1 1 1 1 1

q) 1 1 1 ] 1 1 1 1

g -90 : I S

£ ' A
SO — R e
1 10

Pulsation (rad/sec)
Figure 37
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Diagramme de Bode d’un dérivateur
Par un raisonnement analogue, on montre facilement que le gain complexe d’un dérivateur de
gain K est

G( ja)) = Kjw

Le module du gain vaut donc ‘K , et la phase vaut +90° indépendamment de la fréquence.

Le diagramme de Bode d’un dérivateur de gain 1 est représenté sur la Figure 38. Le dia-
gramme de Bode d’un dérivateur de gain K se déduit de celui-ci par une translation,
d’amplitude 2010g‘K
Rappelons que ce mod¢le du dérivateur n’est pas strictement physiquement réalisable (section

5.1.2.2).

, de la courbe du gain.

25 . . . . .
m i ! ! P
C 20 [--rmeernneeees grommemeenes bononeoes o
£ H : : ' H ) e
© ' ' ' ' ' d ' '
e Ll el CECELLAE
=) . ' : ' 1 : .
© Pente +20 dB/décade ! , ! I R
Q 10 """""""""" b B { i L B B e e B
3 H : N : H N -
3 ! . . . .
S S 1T o AR
0 : : : : M : M
o T L eyttt — tocmommeeann $osmemoman jm o mne fomemgqecmapecapoaqa-d]
([0 ‘ ' ' ' H ' I
E ' ' ' ' ' ' ' '
o 90 T i 1 1 T 1 —
2 ! ! ! b
e R SRERCEEOEE dronoenae beoenoes oo
1 10

Pulsation (rad/sec)
Figure 38

Les quatre diagrammes de base (passe-bas du premier ordre, passe-haut du premier ordre,
intégrateur, dérivateur) doivent étre connus par ceeur, et doivent pouvoir étre retrouvés par le

calcul sans hésitation.
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Tracé du diagramme de Bode asymptotique de G ( ja)) =

60
40}
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50

DDl —Exaet
. = Asymptotique:
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1t 10/t 100/t
Pulsation (rad/sec)

Diagramme asymptotique et

diagramme exact.






