NOMBRES COMPLEXES

Au début du XVI®™ siécle, le mathématicien Scipione dal Ferro, propose une formule donnant une
solution de I'équation du 3*™ degré x*+ px=q:

« o i,/q—\/q2+4p3/27 . i,/q+\/q2+4p3/27

2 2

A lafin du XVI®™ siécle, le mathématicien Bombelli applique cette formule & I'équation x> — 15x = 4.

Il obtient littéralement :

x= Y21 1+32+11/-1
Cette écriture n'a, a priori, pas de sens puisgu'on ne sait pas ce que représente le symbole noté J-1.
Mais Bombelli vaplusloin. Il remarque, en utilisant lesregles usuelles de calcul que:
(24-1) =2+ 111 @ (2-v-1)=2-11v-1

g'1usang
Si bien qu'il obtient finalement : X=2++-1+2-J-1=4

Or, x = 4 est bien une solution de I'équation x> — 15x = 4.
Une question naturelle sest alors posée : peut-on légitimement calculer avec des symboles imaginaires

comme ci-dessus ? C'est ains qu'est née la théorie des nombres complexes...

1. Introduction

L'équation x + 7 = 6 n’a pas de solutions dans N, mais dle en a dans un ensemble plus grand : Z (x =-1).
De méme, I'éguation 3x = 1 n'a pas de solutions dans Z, alors que dans un ensemble plus grand, Q par
exemple, il y en aune: x = 1/3. Et puis, I’équation x°= 2 n’a pas de solutions dans Q ; il faut chercher dans
I’ensemble des nombresréels R pour en trouver.

Bref, quand une équation n’ a pas de solutions, une démarche naturelle (et historique) consiste a en chercher

dans un ensemble plus grand. Au stade de nos connaissances actudlles, I’ ensemble numérique le plus grand que
I"’on arencontré est R. Pourtant, I’équation x*+ 1= 0 n’a pas de solutions dans R...

On va donc, dans ce chapitre « construire ? » ou plutét imaginer un ensemble plus grand que R dans lequel
I'équation x*+ 1 = 0 possede des solutions. On I'appellera C : ensemble des nombres complexes. Le principal
éément de C seranotéi (i comme imaginaire). Le nombrei est tel que =11 L' équation ci-dessus possede

alors deux solutions: x?+ 1 =0 équivaut & x°— i% = 0 soit (x—i)(x +i) = 0doncx=i oux=i.
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2. Construction du corps des nombres complexes

2.1 Définition
Notons C I'ensemble des couples de rédls :

C={(ab) e R x R}

Les dléments de C sont appel és des nombres complexes.

Comme il n'est pas pratique de travailler avec des couples (notations un peu lourdes), nous alons voir

(théoréme 2.2.) que I'on peut noter les ééments de C de maniére commode et faciliter ains les calculs.

2.2. Théoréme

, N . . . . Lesreglesde calculs (avec
L'ensemble C peut &re muni de deux lois+_ et x_qui prolongent leslois + et x de R. _
leslois+ et x. ) dansC

L'ensemble C contient "une copi€e" de R. seront donc les mémes que

2
Il existe dans C un éément, notéi, tel que i°=—1. dans R en remplagant i* par

-1 ouviceversa.

Tout dément zde C sécrit, de maniére unique z= a + bi, ol a et b sont desrédls.

Démonstration (Hors programme)

On muni cet ensemble C des deux lois de composition interne suivantes :
e lapremiere, notée+_, est definie par :

(& b)+. (@ b)=(a+a, b+b)
e laseconde, notée x, est définie par :

(a b) x. (&, b’) = (aa' — bb', ab' + a'b)

Par exemple, avec (a, b) = (2, 5) et (a', b') = (-3, 4), on a:
(2,9 +.(-3,49=(-19
(2,5) x (-3,4)=(-26,-7)

On verifie facilement que (C, +., x.) est un corps commutatif (Cet-a-dire : la loi +_ est associative,
commutative, admet un élément neutre (0, 0) et tout éément (a, b) admet un opposeé (-a, -b) ; laloi x_ est
associative, commutative, distributive par rapport a la loi +_, admet un éément neutre (1, 0) et tout éément

(a, b) = (0, 0) admet un inverse.)

Considérons I'application : o (R, + %) >(C +.,x)
ak>(a0)

Alors ¢ est un morphisme de corps. En effet :

(@) + f@) =(a 0) ¥ @ 0)=(a+a,0)=fla+a) On constate que si les secondes
composantes sont nulles, alorsles
f(@) x. f(@)=(a 0) x. (&, 0) = (aa, 0) = f(ad) lois + et x, se comportent comme

f(1)=(@1,0) lesloisusuelles + et x sur lesréels.

Depluso estinjectif: f(a)=f(@) = (a,0)=(a,0) = (a-a,0=(0,0) >a=a
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Donc ¢ induit un isomorphisme entre les corps (R, +, x) et o(R) ={(a, 0) € C, a € R}.

On peut donc identifier les @émentsde R avec ceux de ¢(R).

L'ensemble C contient donc une "copi€e" de R.

Par la suite, on note donc simplement + et x les deux lois de C et lorsqu'un couple a sa deuxiéme composante

nulle (couples delaforme (a, 0)), on le noteratout simplement a :

not Cette notation permet de confondre les ééments de
a = (a’ O) R avec leur copie (démentsde ¢(R))...
Onadeplus: (0,1)x(0,1)=(-1,0)
. not
Notons: i =(0,1)
Ains : ixi=-1

Enfin, pour tousréelsaetbona:
(a, b)=(a, 0) + (0, b) =(a, 0) x (1, 0) + (b, 0) x (O, 1)
C'est-a-dire, avec les notations ci-dessus :
(ayb)=axl+bxi=a+hi
Autrement dit, tout élément dez= (a, b) de C peut sécrirez=a + bi.
Cette écriture est unique. En effet :
a+bi=a+bi © (a,b)=(a,b) < (a-a,b-b)=(0,0) < a=a & b=0

Cedernier résultat étant fort utile, mettons-le en évidence :

2.3. Théoréme Egalité entre deux nombres complexes
Soient a, b, a' et b' quatre nombresréds.

a+hi=a +bi < a=a eb=0b

En particulier, a+ bi =04 et seulement s a=0et b=0. On parle aors de nombre complexe nul.

Démonstration du théoréme :

Déafait ci-dessus. On peut néanmoins en donner une preuve différente.
Montrons, pour commencer, I'équivalence: a+bi=0<a=0eb=0.
e Dga ilestclarquesa=0etb=0aorsa+hi=0.

o Réciproquement, supposons que a + bi = 0. Montrons qu'alors, nécessairement, a=0et b= 0.
2
En effet s b= 0, alors on pourrait écrire: i = —%. Lenombrei serait réel et on ne pourrait avoir i = -1.

Doncb=0. L'égalitéa + bi =0seréduitaa+0i=0doua=0.
On adonc montréquesi a+bi=0aorsa=0etb=0.
Considérons maintenant deux nombres complexesZ=a +bi et Z =a' + b'i.
o llestclarquesa=aeb=Dbadosz=27.
¢ Réciproquement, supposonsqueZ=Z'". Alors,ona: (a—a)+(b-Db)i=0

Et dapréscequi précede,a—a =0etb-b'=0doua=a etb=>b"

2
Exemple: 2, =3+2ietZ,=2—i;caculer 2, +Z, ; Zyx 2, ; Zy—-2Z, ; Zy+272, ; 22,-32, ; Z.
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2.4. Définition
SoitZe C,Z=a+ib(avecaet bréds). Leréd as appelelapartierédledeZ et b la partieimaginaire.

On note: a=Re(2) & b=Im(2
Exemples: 2;=3+2 ; Z,=-3i Humour : pourquoi la vie des
Ona: Re(Z) =3 ; Im(Z) =2 ; Re(Z) =0 ;Im(Z,) =-3 Hommes est-elle complexe ?

. - - , , Car elle posséde une partie
Attention ! La partie imaginaire d'un nombre complexe est un nombreréel !

réelle et une partieimaginaire.

2.5. Définition
Tout nombre complexe delaforme z= bi (ol b € R) Sappelle un imaginaire pur.

L'ensemble des imaginaires purs est notéiR.

2.6. Remarques:
e Dansl'ensemble C, il n'y a plus la notion d'ordre usudll€® ... On ne pourra pas, & ce niveau, comparer un

nombre complexe a un autre ou dire Sil est positif ou négatif etc ... (Excepté pour les imaginaires purs ou

['on peut définir un ordre naturel comme pour les réels)
e On éviteral'usage abusif du symbole radical \/_ qui reste réservé aux réds positifs.
o LesapplicationsRe: C — R et Im: C — R sont R-linéaires. Cdasignifie:
VZ,Z e C, VL € R: Re(Z+AZ) = Re(Z) + ARe(Z) et Im(Z+AZ) = Im(2) + AIm(Z)

3. Représentation géométrique des nombres complexes

Munissonsleplan ¢ d'un repareorthonormé (O; g6, ).

3.1. Principe:
A tout nombre complexe Z = a + bi (avec a et b rédls), on peut associer le point M(a ; b).

Cela découle simplement du fait que I'application :

f:Cop
Z=a+bhi > M(a, b)
est une hijection.

Exemple: aZ =2 - 5i correspond le point M(2 ; —5) &t réciproquement.

3.2. Vocabulaire:
e lepoint M(a; b) s appelle’image du nombre complexe Z = a + hi.
e lenombre complexeZ=a + bi s appelle |’ affixe du point M(a ; b). ("Affixe" est un nom féminin)

e 0N note souvent Z = affixe(M) ou Z = aff(M).

3.3. Autreinterprétation trés utilisée :

R i 3 i - la
A tout nombre complexe Z = a + bi (avec a et b rédls), on peut associer le vecteur u b

Ce vecteur G sappelle le vecteur image du nombre complexe Z.

@ Cequi ne signifie pas que l'on ne puisse pas ordonner C. On dit juste que larelation d'ordre usuelle connue sur R ne se prolonge pasa C.
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- |-5
Exemple: s Z=-5-2i et M est I'image de Z, alors e vecteur OM ‘ 5 est le vecteur image de M.

Axe desimaginaires purs L afflxe,est souvent
notée entre

parenthéses derrierele
M(2) point ou le vecteur.

Axedesréds

Guesmi.B

- - - -
Quedtion : quelle est |'affixede g , €, ,—g et —e, ?

%
3.4. Application : s Z, est I’ affixe de A et Zg I’ affixe de B, alors |’ affixe du vecteur AB est Zg —Z, :

-
aff( AB ) = ZB —ZA

Démonstration : notons A(Xa ; Ya) €t B(Xg ; Yg). AlOrs Zy = Xa + Yal & Zg = Xg + Yai.

. Y Xg — XA
Nous savons que les coordonnées de AB sont :
Ys—Ya
Or: Zg—Zpn=Xg + Vi — Xa — Yal = (Xg — Xa) + (VB — Ya)i

%
Donc I' affixe du vecteur AB est Zg — Za.

Axe desimaginaires purs
B(Zz)

AZa)

A 4

(O I

Axedesréds

Q)

%
Exemple: I'affixe du vecteur AB avec A(3;5) et B(5; 8) et Z=2+ 3i.

Ces applications permettent de traduire des problémes de géométrie en relations entre nombres complexes. Par
exemple, on utilisera souvent que deux vecteurs sont égaux si et seulement si ils ont mémes affixes. Ou encore,

on utilisera que I'affixe d'une somme de deux vecteurs est la somme des affixes de ces vecteurs :

aff(u+ v)=aff(u)+af(v)

Plus généralement, I'application aff : ¢ — C, ou g désigneleplan euclidien, est linéaire:

- - . - - - -
Pour tous vecteurs U et v et tout scalaired € R,ona: aff(u+ A v ) =aff(u) + raff( v ).



http://bacamaths.net/

4. Conjugué d'un nombre complexe. Inverse d'un nombre complexe non nul

- . . 1 .
Soit a mettre sous laforme a + bi le nombre complexe suivant : Z = %3 Comment faire ?

4.1. D€finition
Soient a et b deux nombresréels.

Le nombre complexe conjugué de Z = a + bi est le nombre complexe Z = a — bi.

Exemples: le conjugué de 9 — 4i est 9 + 4i. Casparticuliers: 1= 0+1i=0-1i=—i; 7=7.
4.2. Vocabulaire : on dit que Z et Z sont des nombres complexes conjugueés.

4.3. Remarque : Re(Z2) = Rg(Z).

4.4. Conséguences Critére pour qu'un nombre complexe soit réel (resp. imaginaire pur)

Ona: Z+Z=2Re(2) e Z- Z=2ilm(2)
Et les propriétés suivantes :

Zestréd & 2=27 et Zestimaginairepur < Z=-Z

Démongtration :
Notons Z = a + bi (avec a et b réels). Aing :
Z+Z=a+bi+a-bi=2a=2Re(Z) e&Z~- Z=a+bi—(a-bi)=2bi =2ilm(2)
On en déduit : Zestréd © Im(2)=0 < Z2-7Z=0< Z2=2
Zestimaginairepur < Re(2)=0 & Z+Z=0 < Z=-Z

4.5. Interpréation géométrigue du conjugué :

Les images de deux nombres complexes conjugués sont symétriques par rapport al'axe desrédls :

Axe desimaginaires purs

bl M@)

A 3

- |

il A 1 Axe desréel
g 3 xe desrédls
| \M'(Z )

4.6. Théoreme
Pour tout nombre complexe Z = a + ib (avec a et b réds), laquantité ZZ est un nombreréd :

ZZ —a+b eR
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Application : pour écrire les nombres complexes fractionnaires sous la forme a + bi, on multiplie le numérateur
et le dénominateur par la quantité conjuguée.
1 3+4i  3+4i 3 4.

Exemples: = = =
3-4i (3-4i)(3+4i)) 25 25 25
i
1+i
7+3!=1+i
5-2i
4.7. Théoreme Propriétés de la conjugaison
Pour tous nombres complexesZ et Z, on a:
Z:2-2+7 Z-z -z  7"-7 [Zijzzi @ 0)

Démonstration : posonsZ=a+ bi et Z =a' + b'i (aveca, b, aet b’ réds). Alors:

Z+Z' = a+bi+a+bi= (a+a)+(b+b)i=(a+a)-(b+Db)i
Z+Z'=a+bi+a+bi=a-bi+a-bi=(a+a)-(b+b)i

Donc Z+Z'=Z+Z'. Lesautres égalités se démontrent de fagon anal ogue.

Exemples:
e Leconjuguédez; = ﬂ est Z, = 4+5_' .
3+i 3-1
2 i 220 2724
e Cluideze 22 legz- 21 22+
5z+1 52+1 52+1

Exercice : déterminer lelieu des points M d'affixe z telle que Esoit réd.
zZ—i

Solution:pourz;ti,onaenpowntz'z'Z—__l:
z—i
= -iz-1  iz-1 o : : - - e L -
ZeReo7Z=2c—F=""F (iz+)(i-2=(z-DY(z+i) ©@-Z-i2Z+i-2=12Z-2—-Z —i
Z+i z—i

ZeRo 2122=2 & zz=1
Notons, z=a+ bi (avecaetbréds),ains : Z e R < a?+b’=1

Or, I'ensemble des points M(a, b) pour lesquels a + b? = 1 est le cercle de centre O et de rayon 1 (cercle unité)

Commez# i, lelieu des points M tels que 'Z—__lsoit réel est le cercle unité privé du point d'affixei.
z-i

4.8. Application du théoreme 4.7. : s un polyndme P, a coefficients réels, admet un nombre complexe Z comme

racine alors Z est auss une racine de P puisque, d'aprés les propriétés de la conjugaison (qui commute avec les

exposants, les produits et les sommes) : P(Z ) = P(Z) et doncs P(Z) =0 aors P(Z)=0douP(Z)=0.
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Exemple : on donne P(x) = x* + x + 1.

@ et T=—%—i§ sont tous deux des racines de P.

On vérifiera que les nombres complexesj = ——= +1i

N

5. Module et argument d'un nombre complexe

Voici lafigureillustrant les deux définitions suivantes :

Axe des imaginaires purs

M(2)

Axedesréels

5.1. Définition
On appelle module d’ un nombre complexe Z = a + bi la quantité positive |Z| = vVa? + b? .

En fait, s Z est I'affixe d'un point M(a ; b), le module de Z n’ est autre que la distance OM : OM = |Z].

— |a
Si Z est I'affixe d'un vecteur AB b’ le module de Z représente ladistance AB : AB = |[Zg — Z,|.

Exemples:
e ModuledeZ=-3+4i:|Zf=9+16=25donc|Z|=5. ModuledeZ=9i : |Z] = 9.
e OndonneZ,=-1+3i;Zg=2—-i. Aestl'imagedeZ, ; B est I'image de Zg ; calculer ladistance AB :

_)
|'affixe du vecteur AB est Zg—Zy=3—4i donc AB=[Zg—Za|= /P +(-4)%2 =5

5.2. Remarques:
e |Z| = 0 pour tout nombre complexe Z.

e |Z|=0¢équivautaZ=0.

e On aégalement (d'apréslethéoréme 4.6.) |Z| = VZZ ou encore |Z|2 =2ZZ.

e SZ=a+hiestréd (b=Im(2)=0),onalz= x/¥= [a]. Le module d'un nombre réd est donc sa valeur
absolue, ce qui justifie la notation.
e LemoduledeZ=a+ bi est toujours supérieur amax([al, |b). En effet :
a?+b’>a e a®+b?=> 1
Et par passage alaracine carrée: [Z] = |al e |Z] = ||

D'ou: 2] > max(fal, [o])
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Exercice: soient A(0; 4), B(3; 0) et C(6; 8). Quelle est la nature du triangle ABC ?
Il suffit de calculer leslongueurs AB, AC et BC pour voir s des cotés sont égaux.

Laréciprogue du théoréme de Pythagore permet de voir sil y aun angle drait.

Application :

. . N \% . L
Soient u et v deux nombres complexes distincts et de méme moduler. Alors UV g imaginaire pur.
u-v

ona: (u+v): u+v_ uw+uw _ JuPv+up®  u+v

u-v) u-v uw-uw [ufv-uly? u-v
U+v

Et d'aprées4.4. on a:
® u-v

est imaginaire pur

5.3. Définition
) ) - >
On appelle argument d'un nombre complexe Z non nul toute mesure, en radians, del’ angle orienté [ g, OM j .

Onlenoted = arg (2).

Un nombre complexe possede une infinité d'arguments ! Si © est un argument de Z, tout autre argument de Z

est delaforme © + 2kn (k € Z). L'unique argument 6 appartenant a l'intervalle |-« ; ] sappelle I'argument
principal.
On notera par exemple arg(2) = % [2n] ou arg(2) = % modulo 2r pour signifier que arg(Z) peut étre égal a %
mais auss égal a n'importe lequel des nombr&% +2kn ol k e Z.

- >
Attention ! Le nombre complexe nul Z = 0 ne posséde pas d'arguments car, dans ce cas, |'angle [el, oM j ne
se défini pas.

Exemples: arg(i) = g [2n] ; arg(1) = 0 [2n] ; arg(-1) = = [2n] ; arg(—i) = —g [2n] ; arg(1 +i) = % [2n].

Cas particuliers importants :

e un réd srictement positif a un argument nul [2x], un réd strictement négatif a un argument égal an [2n].
On peut dire: ZeR < (Z=0 ou ag(2)=0]n])

e un imaginaire pur dont la partie imaginaire est strictement positive a un argument égal a g[Zn] et un
imaginaire pur dont la partie imaginaire est strictement négative a un argument égal a —g [2n].

On peut dire : ZeciR < (Z=0 ou arg(Z)zg [ )
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g-1wsano

5.4. M éthode générale pour calculer I'argument principal d'un nombre complexe non nul :

D'aprés les relations métriques dans le triangle rectangle OHM (voir figure ci-dessous), on a:

T OH a . HM b
Casou0 e|0;—= | : )= —=— €& sn0)= —=—
{ 2} 0= om |Z] ©)=om |Z
N T OH 2<% (-a) a . HM b
Casouf e |—;m|: 0)=—co(n-0)=——— = ———"=— et 9n0)= — =
}2 } 000) =~ =) ="y 1zl |7 ©)=om |Z
Axe des imaginaires purs Axe des imaginaires purs
bl M(2) MOy b
7 | | 7
A | 1 A _0=ag(2)
_ | | -0
© ;G—arg(Z) H Axedes réels H. i \ \; Axedes réels
ol = a a o 2
€ €

Dansles cas ou 6 est négatif, on raisonne de méme, en tenant compte du fait que sin(-0) = —sin(6) et HM = —b.

a
Bref, danstous les cas, nous avons : cog(0) = |—

7 & sin(0) =2

2

Si les cosinus et sinus ci-dessus ont des valeurs remarquables, on peut trouver 6 directement a l'aide du cercle

trigonométrique, sinon, al'aide d'une calculatrice, on utilise laregle suivante : _
N'oublions pas qu'un angle et son

opposé ont le méme cosinus. La

. a fonction "invcos' ou "cos™ de la

"Invcos' (—j donnelavaleur absolue de 6 calculatrice, qui renvoit une mesure

|Z| dangle a partir de la donnée du

cosinus doit donc faire un choix :

sin(0) donnelesignede 6 cdui de renvoyer la mesure de
I'angle comprise entre O et 7.

Exemples:
e Argument principal 0 deZ=-2+/3+2i .

0

(a

-0

Onalzf=a’*+b’=12+4=16donc |Z| = 4.

Nous devons maintenant résoudre |e systéme suivant :

_-2/3_ -3
o)==
. 2 1
Sn(e)zzzz

Comme nous avons une bonne connaissance du cercle trigonométrique, nous concluons 6 = % .
e Argument principal 6 deZ =3 - 4i.
On a|zf> = 9 + 16 = 25 donc |Z| = 5. Nous devons résoudre |e systéme :
3
cos(0) =—
S(0) c

sin(0) = —151

Ce ne sont pas des valeurs remarquables. La calculatrice donne |0] ~ 0,9273 rad. Mais sin(0) est négatif,
donc 6 est négatif : 6 ~ —0,9273 rad, C'est-a-dire: 6 =~ 53,13°.
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5.5. Théoréme Propriétés des modules
Pour tous nombres complexesZ et Z' :

e Moduledun produit : |Zx Z'| = |Z] x |Z'|. Et en particulier, s A est réd : [ Z| = |\ |Z].

e Moduled'un quatient : ‘ZE =% (lorsque Z' = 0). En particulier, pour tout Z= 0': ‘%‘ =é
e Inégditétriangulaire: |2+ Z| < |Z] + |Z]
Démongtration :
ZZP=22272'=2727Z Z'=2Z7 7' =[Z}ZF = (|1Z]|Z|)?
Et comme un module est positif : 1ZZ|=|Z|Z]
La deuxieme propriété se démontre de fagon anal ogue. Axe desimaginaires purs '
e SZ+7)
Quant a l'inégalité triangulaire, la figure suivante est
plus parlante que n'importe quelle démonstration.
Soient M, M' et S les images respectifs de Z, Z' et ;;A _ M) o
5 > xe des réls

Z+Z.0na0S< OM +OM donc|Z+ Z| < |Z] + |Z].

Q)

Une preuve rigoureuse de |'inégalité triangulaire sera donnée au 86.

Complément :
On dit quel'application C — R, Z > [Z] est une norme. Cela est di au fait que I'on ales propriétés suivantes :

e |Z| = 0 pour tout nombre complexe Z.
e |Z|=0¢équivautaZ=0.
o |\ Z|=|A] |Z] pour tout nombre complexe Z et tout rédl A.

o |Z+ Z|<|Z + |Z]| pour tous nombres complexes Z et Z'.

5.6. Théoréme Propriétés des arguments

Pour tout Z e C :

arg(Z) =-arg(2) [2n] arg(-2) = arg(2) + n [2n] arg(-Z) =n-ag(2) [2n]

Ce théoreme sillustre sur lafigure suivante :

Axe des imaginaires purs

NZ)w M(2)

=ag2)

]
I
I
I
I
I
I
I
!
- Axedesréels
I
I
I
I
I
I
I
I
I
|

M(Z)
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Remarque: soit Z e C

e Sire R}, aors: arg(\2) = arg(2) [2n]

e Sire R, adors: arg(\2) = arg(2) + n [2n]

D'autres propriétés des arguments seront vues plus loin.

Exercice (hors programme) : Soit Z =X+ iy avec Z = 0. Démontrer quel'on a:

ag(Z)=nsZe R" etarg(Z)=2arctan(|Z|LXJ sZeC\R".
+
Soit C le cercle de centre O et de rayon [Z]. Soient |, J et M les points d'affixes respectives |Z|, —|Z]| et Z.
- -
Soit 6 un argument deZ. On aains : (Ol ,OM) =16 [27]
D'aprés le théoréme de I'angle au centre, on a:

> o - >
2(Jl,IM )= (Ol ,OM) [2n]

0
A - - 0 2
D'ou : (J ,JM)=§ [7]
Pour tout M € C\{J},ona: tan[gjzi c
2) |Z]+x
Ets M=J, ona: 0=m

D'ou e résultat.

6. Différentes formes d'écritures des nombres complexes

6.1. Forme trigonométrique
L'écriture sappellela forme algébrique de Z (ou encore for me car tésienne).

Or, nous avons vu (paragraphe 5) quea=r cos(0) et b=r sin(®) our = |Z] et 6 = arg(Z). Le nombre complexe Z

peut donc sécrire: |Z= r (cos(0) +i sin(9))| ; Cette écriture sappelle une for me trigonométrique de Z.

6.2. Remargue : le nombre complexe nul Z = 0 n'a pas de forme trigonométrique (puisgue pas d'argument).
Pour trouver une forme trigonométrique d'un nombre complexe Z non nul il suffit de calculer son module et un

argument.

6.3. Théoréme
S Z=r (cos(B) +isin(0)) avecr >0aorsr=|Z| et 6 =arg (2) [2n]

Démonstration

Ona: 127 = r* cos’(0) + r’sin’(0) = r?

Orr >0, donc: [Z|=r

Soit 6' un argument de Z, alors: Z=r (cos(0") +i sin(0')) =r cos(") + i r sin(0")
Or, par hypothése : Z=r (cos(0) +isin(B)) =r cos(B) +i r sin(6)

Et d'apreslethéoreme 2.2, a' + b'i=a+ bi équivaut aa' =aetb' = b donc:
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r cos(0') =r cos(0) et r sin(@)=r sin ()

D'ou: cos(0') = cos(0) et sin(®') =sin(0)
Cequi implique: 0'=0 [2n]
Donc: 0 =arg(2) [2n]

Exercice : déterminer une forme trigonométrique de Z = —2(003(%) +ig n(g)) .

(Attention, I'écriture ci-contre n'est pas une forme trigonométrique car un module ne peut ére négatif !)

ot 2 ) () 2 ()

Lemodule de Z est doncr = 2 et un de ses arguments est 6 = % (Argument principal : % —2n=—4—5n)

Les propriéés suivantes sur les arguments permettent de multiplier et diviser simplement deux nombres

complexes:

6.4. Théoréme Propriétés des arguments (bis)

Pour tous nombres complexesZ et Z' non nulson a:

ay(2Z) = arg(d) + arg(Z) [21] g 1) - -aro(@) (21 onriasalawageaecs
z relations et les propriétésdela
arg(;) =arg(2) — arg(Z) [2n] arg(Zn) =narg(2) [2r] pour tout n € Z fonction logarithme.

Démonstration : utilisons des formes trigonométriquesde Z et Z' :
Z=r (cos(0) +isin(0)) e Z =r'(cos(0') +i sin(6"))
Ainsi : ZZ' =r r' (cos(B) + i sin(0)) (cos(6') +i sin(0"))
ZZ' = r' [cog(0) cos(0') — sin(B) sin(©") + i (sin(B) cos(B') + cos(B) sin(6"))]

Ce qui, d'apres les formules trigonométriques d'addition, donne:
ZZ' =rr' (cos(0+6)+isin(6+0Y)
Et commer r ' > 0, on en déduit d'aprés le théoréme 6.3. que:
[ZZ|=rr1" e arg(ZZ)=0+0"=ag(Z2) + ag(Z) [2n]
D'oul lapremiérerelation : arg(ZZ) = arg(Z) + arg(Z) [2n]

En spécialisant Z' = % dans cette relation, celadonne :
1
aro(t) - avg| 3 |+ ro(@) (24
Or, arg(1) = 0 [2n] d'ou la seconde relation : arg(%) =-arg(2) [2n]
z 1 S o
En remarquant que 2= Z x 2 on ad'aprés ce qui précede :

ag( 2] - 0@ + g 1. | ~arg@) - aro(@) 124

D'oul latroisiéme relation.
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Pour laderniére relation, distinguonstroiscas:
e nNn>0: arg(Zn)zarg(Zxe . xZ)y=nag(2) [2n]

(Peut se démontrer proprement par récurrence)

e n<0,aorsen posant m=-n> 0 et en utilisant le cas précédent avec m> O:
arg(Zn) =arg(z—1m) = marg(%) =-marg(Z) =narg(2) [2n]

e Pourn=0, larelation arg(Z') = n arg(2) [2n] est triviae.

Moralité : pour multiplier deux nombres complexes non nuls, on multiplie les modules et on additionne les
arguments. Pour diviser deux nombres complexes non nuls, on divise les modules et on soustrait les

arguments.

Exemple:

susfnf 5o 3] 2 -{ {5 (%) cot .

On pourrait Sen tirer avec la trigonométrie classique, mais les propriétés des modules et des arguments livrent

{3

directement le résultat :

Nous allons voir maintenant une troisiéme fagon, fort commode, de noter les nombres complexes.

Soit f I'application : f:R >C
0 > cos(b) +i sin(v)

D'aprés ce que I'on a vu ci-dessus, on a pour tous 0 et 6' de R :
f(6+0)=f(0)£(6)
Lafonction f est donc une solution (complexe) de I'équation fonctionnelle f(u + v) = f(u) f(v).
Or, on sait que les solutions de cette équation fonctionnelle sont sol utions des équations différentielles du type :
y =ay
Déerminons a (qui est ici dans C puisque f est a valeur dans C).
En étendant les propriétés de la dérivation aux fonctions de R dans C, on a f dérivablesur R et :
f'(8) =—sin(6) +i cos(6) =i f(6)

Dolia=iét: f(0) = f(0) €= €°
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Cette constatation rend parfaitement légitime la définition (ou notation) suivante :

6.5. Définition

Pour tout rédl 6, on note €° |e nombre complexe cos(6) + i sin(6).

e désigne donc le nombre complexe de module 1 et d'argument 0 : |€° | = 1 et arg(€®) =6 [2n].

LT LT
1 - .

. . . I—
Exemples: €°=1; e2=i; €"=-1;e""=1; e 2=i.

Un nombre complexe de module r et d'argument 6 sécrit alors . 6\\?’
S
<
Cette écriture est appelée une for me exponentielle de Z. O\)
6.7. Remarque : le conjugué de €° est e,
Une simpl e transcription des propriétés vues sur les arguments donne alors :
6.8. Théoréme : pour tous O et 6' de R
o do o
g g = eu(e+e) = e.(efe) (ele) LY pour n e 7
€
La notation exponentielle rend les calculs trés simples, par exemple:
i3 _2n i* 7 3 j1rm
S Z=3e4 e Z=7e 3 dosZZ=21el2 & Z=3 e 12
Exercices:
o o (1+i)*
1) Déterminer laforme algébrique du nombreZ = ————.
(V3-i)
PosonsZ; =1 +1i etZz=\/§—i.
Déerminons les formes exponentidlesde Z; et Z, :
b1 i
Comme |2, =2 ¢ arg(Zy) :Z [2n], ona: Z =42 e4 En remarquant que (1 +i)°=2i, le
D'ol - ZA_adm— _4 résultat (1 +i)* = —4 est immédiat.
: »= =
b1 -iZ
Comme |Z,| = 2 et arg(Z,) = % [2n],ona: Z,=2e ©
el
D'oli : Z3-8e 2=-8i
4
Et finalement : Z=Z—13=—Ei
z: 2
2) Calculer (1+i)*.
i
PosonsZ=1+i.0Ona: Z=42e*

i’ NN
D'ou Z“=2"e 2 =128€%" e 2 =128
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Enigme : ol est I'erreur dans le calcul suivant :

eZiTC — 1
En éevant alapuissance x : (eZi“)lele
D'ou : e?™ =1
. 1 i
En particulier pour x = Z: e2=1
D'olr : i=1

Réponse : larelation (eie)n= é" n'est pasvalables n= %

6.9. Une démonstration (horsprogramme) de |'inégalité triangulaire:
Pour tous Zy, Z, € C, |2y + 25| < |Z4] + |Z4

Lemme : Pour tous nombres complexesZ, =r, € et Z, =1,€% , ona: |R&(Z, Z,)| < 11 1.
== 2

Preuve du lemme : On démontre que I'application: ¢ : Cx C — R

_ o (Zi:Z) — Re(Z,Z,)
Re(Z1Z,)| = IRe(r1 1€ 7920 ) = | 11 1, coS(01 — 02)] < 11 1. 172
l e( ! 2)| l e( 12 )l l 12 ! 2)| 12 est un produit scalaire sur C. Le lemme n'est alors autre que

Lo = I'inégalité de Cauchy-Schwarz. L'inégdlité triangulaire en
Et, en particulier : Re(Z, Z,) <112 découle (voir lalegon sur le produit scalaire)

Démonstration de I'inégalité triangulaire :
2o+ ZP = (Zo+ 2) (i + 2) = @+ Z)Zy+ Zy) = 212+ 2 Zy+ 2o Zy+ Lo Zy= T2+ (L Zp+ 2,2, ) +12
12y + ZoP = 12+ 2Re(Zy Z,) + 1
Et d'apréslelemme: 121+ ZoP < 12+ 21,10+ 12< (rp+12)?
Et par croissance de la fonction racine carrée : |Z; + Z,| < |Zy] + |24
Remarqgue : cas d'égalité dansI'inégalité triangulaire : a quelle condition a-t-on : |Z; + Zy| = |Z4] + |Z5] ?
D'aprés la démonstration faite ci-dessus, on a:
|21+ Zo| = |Zu| + |Z2] & Re(Z1Z,)=r112 < c0s(01-0,)=1 < 0, —0,=0[2n] < 0,=0,[2n]

D'ou: |21+ Zo| = [Z4] + |Z5] < O, M, et M, sont alignés dans cet ordre

7. Formules de Moivre. Formules d'Euler®

7.1. Théoréme

Formules de Moivre: pour tout 6 € R et toutn € Z

(cos(0) +i sin(0))" = cos (nO) + i sin(no) (cos(0) — i sin(0))" = cos (nB) — i sin(no)
Formules d'Euler : cos(0) = eie+—2eie sin(0) = %

Démonstration : utilisons les formes exponentielles :
(cos(0) + i sin(0))" = (eie)n — €™ = cos (nO) + i sin(no)

D'ou la premiére formule de Moivre.

@ Ces formules ne sont plus explicitement au programme mais rien ninterdit un exercice (ou une activité) de les introduire car leur utilisation
(qui repose essentiellement sur les propriétés de I'exponentielle complexe qui, eles, sont au programme...) savére trés pratique dans bien des
Stuations.
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La seconde formule est obtenue en remplagant 6 par —6.

€9+ e = cog(0) +i sin(0) + cos(=0) + i sin(—0) = cos(0) + i sin(0) + cos(0) — i sin(0) = 2 cos(6)
e9— %= cos(0) +i sin() — cos(—0) — i Sin(=0) = cos(0) + i sin(6) — cos(0) +i sin(6) = 2i sin(6)

D'ou les deux formules d'Euler.

7.2. Applications:

1)
2)

3)

4)

5)

6)

7)

Linéariser : sin®(0) et cos’(0)
Calculer cos(30) en fonction de cos(0) et sin(30) en fonction de sin(6).

Démontrer que:: x?— 2xcos(0) + 1= (x — €®)(x— ™)

it
Calculer, pour toutt € R : Re( nl 1) et Re( ite 1]
e

Démontrer que pour tout 0 = T [2n] : 20— W
2 1-itan(0)

n
Calculer Ze'k‘ . En déduire que pour tout x € R :
k=0

sn[(2n+ 1)x] =sn X(ZZH“ cos(2kx) —1]

k=0

On pose S= cos(p) + cos(q) & S = sin(p) + sin(q).
iPra _
Démontrer que S+iS =2 eI 2 cos (%] . En déduire des expressions de Set S sous forme de produits.

Procéder de méme avec T = cos(p) — cos(q) et T' = sin(p) — sin(q).

Solutions:

1)

cos* (0) =(

2)

3)

4)

Ona:

0 —i0\3 30 o0 -0 30 o A
sin®(0) = e _e _€ 3 +3_e e _ 2i sin(30) _GISH(O):—ESin(39)+§Sin(9)
2i -8 -8 4 4

0, 0 \* _adio i0 ~2i0 |, _-4i0
e’+e”) ¢ +4e” 16+ 4% 1 e _ 2oos(4e)+8ms(29)+6:goos(4e)+goos(ze)+§
2 16 16 8 2 8

D'apréslaformule de Moivre:
(cos(0) + i sin(®))® = cos(36) + isin(36)
cos*(0) + 3i cos’(0) sin(®) — 3 cos(0) sin’(B) — i sin*() = cos(30) + isin(30)

Et en identifiant les parties réelles et imaginaires :

cos(360) = cos’() — 3cos(0) sin’(0) = cos’(B) — 3cos(0)(1 — cos’(0)) = 4cos’(6) — 3cos(6)

sin(30) = 3cos’(0) sin() — sin*(0) = 3(1 — sin*(8))sin(B) — sin*(0) = 3sin(0) — 4sin*(0)
On développe :

(x— €)x— e®)= x*— (®+e™)x+ 1= x*— 2xcos(0) + 1

Pour toutt € R, ona:
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1 1 1 —ie"'? _—i(cos(t/2)—isin(t/2)) _ icos(t/2)+sin(t/2)

d -1 7267 -e"?) 2idPsdn(t/2) 2sin(t/2) 2sin(t/2) 2sin(t/ 2)

D'ou: Re( eitl_ 1) = —% (Résultat indépendant det)

it
Et comme:: ite 1= 1 17”
e - -e
. e" 1 1 . -
Il vient : Re| — =-— Re( — )z - (D'aprésle calcul précédent)
e -1 e"-1 2

5) Pour tout 6 = g [2r], on &, en multipliant numérateur et dénominateur par cos(0) :

1+itan(6) cos()+isin(®) €° 20
1-itan(0) cos(®)—isin(®) e °

6) Pourtoutt € R\2nZ,ona:

. S|n L+1t
3 ek = el(n:l)t 1 eIr21t 2
|
k=0 e -1 sin(i)
2
L'égalité est évidente s x € nZ.
Posonst = 2x, aing pour tout x € R\ nZ :
Re z o2k sin[(n+1)x] _1 sin[(2n+1)x] —sin(-x) _1 sin[(2n+1)x]+ 1
sin(x) 2 sin(x) 2 sin(x) 2
: n
D'ou ; sinf(2n+1x] _ 2" cos(2k) - 1
sin(x) —
D'oll le résultat.
. iPrd (P=a i Pd iPrd _
7) Ona: S+iS=ePreéi=e 2 |e 2 +e 2 |=2e 2 cos[—pij
D'olr : cos(p)+cos(q)=2cos(p;q) ( j
sin(p)+sin(q)=23in(p q) [ )
iPra (p-a  p-q iPra _
De méme: T+iT=€eP-ée9=e 2 |e 2 —e 2 [=2ie 2 sm[pij
D'olr : cos(p) — cos(q) = ZSln[p qj (%)

; ; _oanl P4 pP+q
sm(p)—sm(q)-Zsm[ > jcos( )
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8. Nombres complexes et GEométrie

Dans tout ce paragraphe, le plan est muni d'un repére orthonormal direct (O'; g,6, ) .

8.1. Calculs de distances

Rappelons que si Z, et Zg sont |es affixes respectives de deux pointsA et B alors:

AB = |Zs — Z,|
Exemples:
1) Déterminer I'ensemble des points M d'affixe ztelles que :
[z—2|=|z+i]
On introduit A(2) et B(-i), ainsi on a:
AM = BM

L'ensemble recherché est la médiatrice du segment [AB].
2) Dé&erminer I'ensemble des points M d'affixe ztelles que :
|z-3i|=2
On introduit C(3i), ains ona:
CM=2
L'ensemble recherché est e cercle de centre C et de rayon 2.

3) Dé&erminer I'ensemble des points M d'affixe ztelles que :

[z— 2| =2z + ]

OnmnmmnAQ)aB(—%),mmj: AM = 2BM
. . . . S MA

Il Sagit delalignede niveau k (ici k = 2) del'application M — VB
Voici une méthode pour la déerminer :
Soit k tel que |k| = 1.
Les égalités suivantes sont équivalentes : MA =k MB

MA? = kK> MB?

—> 2 —> 2

MA =k*MB

— - > —

(MA-kMB).(MA+kMB)=0
Introduisons le barycentre G, de (A, 1) et (B, —k) et le barycentre G, de (A, 1) et (B, k).
(Ces barycentres existent bien car k= 1 et k= —1)

- -

On obtient alors: 1-KMG,.(1+k) MG,=0
-> -

Et comme (1 -K)(1+Kk)=0: MG, .MG, =0

L'ensemble recherché est donc le cercle de diamétre [G,G].
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8.2. Calculsd'angles

8.2.1. Théoréme
S A et B sont deux points distincts du plan complexe d'affixes respectivesa et b alors :

S>>
(& ; AB)=arg(b-a) [2n]

Démonstration :

- -
Soit M(2) le point tel que: OM = AB

S5 0> S >
Ainsi : (g ; AB)=(g ; OM ) =arg(2) =arg(b - a) [2n]

Axe desimaginaires purs

B(b)
M(2
A arg(b - a) giwusango
o Nag)  A@
ol = > Axedesréds

&

Exemple:

S5 >
On donne A(1) et B(2, i3 ). Déerminer une mesuredel'angle (g ; AB).
Ona: b—a=1+i\/§=2e|5

- P
D'ol : (g ; AB)= 3 [2n]

8.2.2. Théoréme
Si A, B et C sont trois points deux a deux distincts du plan complexe d'affixes respectivesa, b et c alors :

(c?A;c%):arg(g) [21]

> >
Démonstration : les affixes des vecteurs CA et CB sont respectivement (a — c) et (b — c).

- —> - —>
D'apres 8.2.1. : arga-c)=(g; CA)[2n] et argb-c)=(g ; CB)[2n]
Or, d'apréslarelation de Chades sur lesangles:
- o - > - o
(g ; CB)-(g; CA)=(CA; CB) [2n]
Et d'apres les propriétés des arguments :

arg(b - ¢) — arg(a —¢) = arg(g) [21]

- o b-c
Donc: (CA; CB)= arg(ﬁ) [27]
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CAS PARTICULIERS de ce théoréme : Il résulte du fait que un argument d'un réd (non nul) est zéro

(modulo ) et que celui d'un imaginaire pur (non nul) est égal a g (modulo =) que pour tous points A(a), B(b)

et C(c) telsqueA=C:
%eﬂréel < lespoints A, B et C sont alignés
Ets deplusB=C:

2_ E estimaginairepur <> lesdroites (CA) et (CB) sont perpendiculaires.

Exemple:
On donne A(5 + 3i) et B(5— 8i). Letriangle OAB est-il rectangleen O ?

- = b
D'aprés ce qui précéde: (OA; OB)= arg(g) [2n]
O : b_ 5_8!=1_55'ei[R
a 5+3 34

Donc les droites (OA) et (OB) ne sont pas perpendiculaires.

Extension : A(a), B(b), C(c) et D(d) éant 4 points du plan, deux a deux distincts, on a:

d-c

(AB) L(CD) & —— iR

En effet, on ales équivalences suivantes : (AB) L (CD)

- - -
(AB; CD) = [n]

- S > . Avec des vecteurs, la propriété ci-contre
(AB;%)+(91?CD)=E[“] Sécrit :
arg(d - o) - arg(b - 8) = — [] APl QO
2 aff (V)
arg(ﬁ)z T

b-a 2

d-c_ir

b-a

8.3. Liens entre les nombres complexes et certaines transformations du plan

Considérons une fonction f définie sur C a valeurs dans C. Nous pouvons associer a cette fonction f la

transformation ponctuelle T qui & chaque point M d'affixe z associe le point M' d'affixe Z = f(2).

8.3.1. Théoréme Ecriture complexe d'une trandation
Latrandation de vecteur G , d'affixe a, transforme un point M(z) en un point M'(Z) tel que:

Z=zZ+a

"Ajouter un nombre a c'est trandater d'un vecteur d'affixe a"
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Axe des imaginaires purs
M'(Z + a)
M(2)

Aa)
Axedesréels

(S
4

Q)

Démonstration :

Dire que M' est I'image de M par la translation de vecteur G signifie:

— -
MM'=u
Cequi setraduit, en termes d'affixes, par : Z-z=a

D'ou le théoréme.

8.3.2. Théoréme Ecriture complexe d'une rotation

Larotation de centre Q(w) et d'angle 6 transforme un point M(2) en un point M'(Z) tel que:

Z-0=€%@z-w)

"Multiplier par € c'est faire tourner d'un angle 6

. Axe desimaginaires purs M'(z’)
[lustration :
Z-o
0
M(2)
4 Q(w) -0
) .
» Axedesréels

ol

€

Démongtration :

S M=0Q, lareationZ — o = €°(z— v) est triviale. Supposons désormais M = Q.

Direque M' est I'image de M par larotation de centre Q et dangle 6 signifie:
OM'=0OM

|
OM,OM' | =0 [2n]

|Z-o|=|z-o|
Ce qui setraduit, en termes d'affixes, par : '
q p arg(z (o):e [2n]
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On en déduit :

D'oul e résultat.

Casparticuliers:
e S Q=0, dorsl'écriture complexe delarotation devient :

z=¢€2

e SO= g (quart de tour de sens direct), alors|'écriture complexe de larotation devient :

Z-0=i(z- o)

e SO=0etb= g , dlors|'écriture complexe de larotation devient :

Z=iz

e Casdutriangle équilatéral. Soient A, B et C trois points du plan d'affixes respectives z,, zs €t zc.

LT
ABC est un triangle équilatéral desensdirect < zc—zp= e3 (Zs — z)

(En effet, c'est équivalent adire que C est I'image de B par la rotation de centre A et d'angle % )

Exemple 1 : on donne deux points distincts A(a) et B(b). On construit le carré ABCD de sens direct.

Quélle est I'affixe o du centre Q du carré ABCD ?
D C

A B
Il suffit de remarquer que B est I'image de A par larotation de centre Q et d'angle g :
b-o=i(a- o)
o(i-1)=ia-b

b-ia
1-i

] = v

Exemple 2 : soit G (X, ) un vecteur du plan (non nul) et 7 (x,y") telsque (6.9)
a,v)=

N

- -
Exprimer les coordonnées de v en fonction de cellesde u .

. - RN
Notonsz=r € I'affixedeu et Z cellede v .
On adonc: Z=iz=ire=ir (cos(0) +i sin(B)) =r (—sin(B) + i cos(0))
D'ol : X=-rsn®)=-y & y =rcos0)=x

vV (-, %)

Cet exemple montre ce que
deviennent les coordonnées d'un
vecteur lorsqu'on le fait "tourner”
d'un quart de tour direct.
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8.3.3. Théoréme Ecriture complexe d'une homothétie

L'homothétie de centre Q(w) et de rapport k € R” transforme un point M(2) en un point M'(Z) tel que:

Z-0=kz- o)

Démonstration :

Dire que M' est I'image de M par I'homothétie de centre Q et de rapport k signifie:

— —
OM'=kQM

Cequi setraduit bien, en termes d'affixes, par :Z — o = k(z— ).

Exemple : soit f latransformation du plan qui, atout point M(z) du plan associe

le point M'(Z) tel que:

5 .
Z=——2+2i
2 La démarche ci-contre fait figure de méthode.
Déterminer lanature de f et préciser ses @ éments caractéristiques. Lorsqu'on a affaire & une transformation du plan f
. L . dont I'écriture complexe et :
Montrons que f admet un unique point invariant. P
Z=az+b (a#0)
Pour cela on résout |'équation : fle)=o on commence par rechercher son éventuel point fixe:
5 . e sSa=1letb=0, dorsf et l'identité (tous les
o=——0+2i ) i
2 pointsdu plan sont fixes)
(ozﬂi e dSa=1letb=0,il nyapasdepointfixeet f est
7 unetrandation.

Latransformation f admet un unique point invariant Q d'affixe o = ;i'

Pour déterminer la nature de f on exprime Z — m en fonction dez- w .

!

z=—gz+ﬂ
Ona: .
Oo=——0+2
2

En soustrayant, membre & membre, ces deux égalités, on obtient :

b
s a=1,ilyaununiquepoint fixew = ——
1-a

Danscecas, s aest unréd, f est une homothétie
derapport a. S a et un complexe de module 1

(a= eie), f est une rotation dangle 6. Plus

généralement (a = Reie), f est une smilitude

(voir cours de spécialité).

5
Z-w=-2(z-
® 2( )

On en déduit, grace a son écriture complexe, que f est I'nomaothétie de centre Q et de rapport k= —g .

8.4. Equation paramétrique d'un cercle

8.4.1. Théoréme
Soit C le cercle de centre Q(w) et derayon R. Soit M un point d'affixe z. Alors:

MeC < il existeunréd 0 tdd quez= o + Re®

Remarque : on peut choisir 6 dans

[0, 2n[ ou tout autre intervalle

semi-ouvert delongueur 2m.

Démonstration : nous aurons besoin du lemme suivant, fort utile :

8.4.2. Lemme:

Soient z; et z, deux nombres complexes. Alors:

lz| = 2| < il existeunréel 0 tel quez = €°2
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Démonstration du lemme:

Supposons |zy| = [z]- S z &t z, sont de module nul (donc sont nuls), n'importe quel rédl O feral'affaire.

Supposons que le module r de z; et z, est non nul. Notons a; et o, des arguments respectifs de z; et z.

Onaains : z=re% e z=re%
4 _ i(ay-ap)
Commer >0,0na: — =g
Z
Il suffit de poser 6 = o, — o @NS z=¢%

Guesmi.B

z
Deplus, 6 est un argument de Z—l :
2

Réciproguement, sil existeun rédl 0 tel quez, = €° 2, il et clair que |zi] = 2.

Retour aladémonstration de 8.4.1. :

Ona: MeC o OM=R & |z-0|=R

Or, d'apréslelemme: zZ-0|=R < il exiseunréd 6 td quez— o= Re
R

D'oll lethéoréme et on adeplus: 0=argz-w)=(g ; QM) [27]

Exemple : dans le plan muni d'un repére orthonormé direct (Oej@) on considére le point A(a) du cercle de

centre O et de rayon 1 tel que arg(a) = % puis le point B du cercle de centre A et de rayon % tel que

- T )
(g ; AB)= e Quelleest I'affixeb de B ?

On aclairement : a=¢e6
LT LT LT
Deplus: bea+ ledogby Laa
4 4

V3 1. V2 V2 a3+V2 4442
D'ou : b=—+=-i+ —+i—= +i

2 2 8 8 8 8
Remargue :

Si on note (Xq, Yo) les coordonnées de O et (x, y) cellesde M, on a:

= R 0
MeC <:>i|existeunréelete|quex X + Rcos(6)
Y = Yo + Rsin(0)

8.5. Nombres complexes et barycentre

8.5.1 Théoreme
n
Soit G le barycentre de n points pondérés (A, o), (Az, a2), ... , (An, an) avec Zap =0
p=1
Notons z, les affixes des points A, (1 < p < n). Alors|'affixe z; de G est donnée par :

n
Z(xpzp
z5= 1
ZO‘P
p=1

L'affixe du barycentre est la moyenne (pondérée) des affixes des points
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En particulier, s on considére des points A(a), B(b) et C(c), on a:

e affixedu milieu de [AB] : aLzb

o affixe du centre de gravité du triangle ABC : a+b+c
Exemple:

ABC est un triangle de sens direct. On construit le point P tel que:

- = .
(BC, AP)= 7 e AP=BC

On congtruit de mémelespoints Q et Rtels que:
- >

(CA, BQ)=% e BQ=CA
- o -
(AB, CR)= e CR=AB

Démontrer que le triangle PQR ale méme centre de gravité que ABC.

On adonc: p-—a=i(c—h)
g-b=i(@a-c
r-c=i(b-a)

En additionnant membre & membre cestrois égalités, il vient :

p+g+r=a+b+c

On en déduit que les deux triangles ont e méme centre de gravité.

8.6. Quelques lieux de points Q
Soient A et B deux points distincts du plan.

e Ensembledes pointsM telsque MA=Kk::
cercledecentre A et derayonksi k>0
lepoint Asi k est nul

I'ensemblevides k< 0

M
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Ensemble des points M tels que MA = MB :

médiatrice du segment [AB]

- -
e EnsembledespointsM telsque (MA ; MB)=0](x] :

droite (AB) privée des points A et B

=

Un angle orienté de deux
A B

vecteurs n'est défini que s
les vecteurs ne sont pas nuls.

C'est pourquoi, les points A
A

et B doivent &reretirés, le

cas échéant, des ensembles
[ )

ci-contre.
-> -
Ensemble des points M telsque (MA ; MB)=0[2x] :

droite (AB) privée du segment [AB]

M A B
A B M
-> -
e EnsembledespointsM telsque (MA ; MB) =n[27] :
segment ouvert JAB[

A M B

- > -
e Ensembledes pointsM telsque (MA ; MB) = > [7] :

cercle de diamétre [AB] privé despoints A et B

M
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- - -
Ensemble des points M telsque (MA ; MB) = > [2n] :

demi-cercle de diamétre [AB] privé des points A et B et tel que MAB soit direct

M

- - -
Ensemble des points M tels que (MA ; MB) =5 [2n] :

demi-cercle de diamétre [AB] privé des points A et B et tel que MAB soit indirect

- -
Ensemble des points M telsque MA. MB =0 :

cercle de diamétre [AB]

Dansun produit scalaire, les
vecteurs peuvent tresbien
érenuls, c'est pour cela,
qu'ici, on neretire pasles
points A et B.
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9. Equations du second degré a coefficients réels (activité a compléter)

9.1. EQUATIONS DU TYPE x?=a ol a est un réel et x quantité inconnue.
1. Rappeler lessolutionsde I'équation x*=adanslecasola > 0.
2
2. Onsupposequea < 0. Véifier quea = (i\/— a) . En déduire que I'équation x*= a posséde deux solutions

complexes que I'on précisera.

L'équation x*= a posséde deux solutions dans C :
e S a=0,cesontlesrédssuivants:

e Sia<0, cesontlesimaginaires purs conjugués suivants:

Applications:
Résoudre dans C les équations suivantes :

=3 Z2+3_0 Z-cof0-1 x+ L
4 X

I
I
o

9.2. EQUATIONSDU TYPE ax? + bx + c= 00U a, b et ¢ sont desréelsavec a= 0 et x quantité inconnue.

Considérons le discriminant A = b? — 4ac.
1. Rappeler les solutions de I'équation ax?+ bx + ¢ =0 (a = 0) lorsque A > 0.

Rappelons (voir cours de Premiére) que I'équation ax®+ bx + ¢ = 0 (a # 0) peut Sécrire de maniére

b
X+ —| = —
2a 43

2
2. On suppose que A < 0. Vérifier que A = (i\/—A) . En déduire que I'équation ci-dessus possede deux

équivalente :

solutions complexes que |'on précisera.

L'équation ax?+ bx + ¢ = 0 (a = 0) posséde deux solutions dans C :

e S A=0, cesontlesrédssuivants:

e S A <0, cesont les complexes conjugués suivants :

A RETENIR : dans C, on peut toujours obtenir la factorisation suivante :

aZ +bz+ c=a(z— z)(z- ) ol z et 2, sont lesracines du polyndéme aZ + bz + ¢

Applications:
Résoudre, dans C, les équations suivantes :

272 -3z+4=0 X —2x+2=0 27+72-10=0
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10. Equations du second degré a coefficients complexes (Hors programme)

10.1. EQUATIONS DU TYPE Z = 7, 0l 7, est un complexe et zcomplexe inconnu.

Onposezo=a+ib=re® etz=x+iyola, b, x ety sont desréels.

Si un argument 6 de z, est connu, |'équation est facile a résoudre, ses solutions sont :
7, = Jr €92 o 2, = _Jr g92

Dans le cas contraire, on procéde analytiquement.

D'apreés les propriétés des modules, on a:

2 =r

X+y =r (En)
De plus, I'équation Z = z, Sécrit X+ 2xyi -y =a+bi
En identifiant les parties réelles et imaginaires, il vient :

X¥-y'=a (E2)
Et: xy=b (Es)
En additionnant (E;) et (Ey) : 2¢=r+a
En soustrayant (E;) et (Ey) : ¥=r-a
On sait, d'apres uneremarque (5.2.) que: r=|al

Doncr + a et r — a sont positifs, lesréelsx et y existent bien et on choisit leur signe de fagon que leur produit
soit du signe de b (afin de satisfaire la condition 2xy = b).

e S b=0,onchoisit :

=xitiyi= =2 +i [l e p=xpriya=—y ot i 22
1 =X+ 1YL 5 5 > = X3 2 5 5

e S b<0,onchoisit :

, r+a . [r—-a , r+a . [r-a
a=Xtiyr= o= iy & =X+iy,= — ti

On pourra vérifier, a posteriori, ces résultats.

Exemple : résoudre, dans C, I'équation : Z=3+4
On écrit z=x + iy, ainsi : X+ 2xyi — Y =3+4i
Et avec la condition sur les modules (|z° = 5), on obtient le systéme:
X2 +y*=5
X*-y*=3
2xy=4
Les deux premiéres équations donnent : X°=4 et y’=1

Or, d'aprés latroisiéme condition xy = 2, lesréels x et y sont de méme signe. On obtient donc :

21=2+1 ; =-2-1i
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10.2. EQUATIONS DU TYPE aZ + bz+ c= 00U a, b et ¢ sont des complexes avec a = 0

On note A le discriminant : A=Db?-4ac
(Attention, ici A € C)
Soit & un complexetd que: =A
(Existe d'aprés 10.1)

La forme canonique permet alors de conclure :

(z+ b)z— A _ ¥
2a 43>  4a°

Et en factorisant, on retrouve des formules semblables a celles connues dans R :

b8 -b+s
'"T2a % 2a
Exemple : résoudre, dans C, I'équation : (1+i)Z2+iz-1=0

On calcule lediscriminant A :

A=b’—dac=-1-4(1+i)(-1) =—1+4(1+i)=3+4i
On cherche un complexe 6 tel que: 52=3+4i
D'aprés |'exemple précédent, 8 = 2 + i convient. On en déduit nos deux solutions :

_—A=(2+0)  —2-2 . —b+d -+ (2+1) 2

Guesmi.B

Attention, contrairement aux
équations dont | es coefficients
sont desréels, ici les complexesz,
et 2, ne sont pas nécessairement

conjugués.

1= - )

2(L+i)  2(+i) - 2a 20+i)  20+i)

11
2 2

Remarque : on pouvait voir désle début laracine évidente zy = —1 et en déduire z, avec lardation z,z, = —.
a
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