FONCTIONS LOGARITHMES

Ce chapitre traite d’'une des plus importantes fonsten mathématiques, fonction utilisée dans debneux domaines
scientifiques ou économiques

1) Fonction logarithme népérien

Définition : La fonction logarithme népérien dsf primitive de la fonction inversex — % définie sur]0;+oo[ qui
prend la valeur 0 en 1. Elle se n@ In.. Les valéle cette fonction s’obtiennent par la touthee la calculatrice.
f:]0;+eo] -~ R

X - f(X)=Inx
Autrement dit, on peut définir la fonction In commaefonction, définie sur]0;+00[, qui s’annule en 1 et dont la dérivee
est la fonction inverse

f(X)=|nX sur ]0;+00[,f’(x):§ sur ]0,+°o[

Premieres propriétés analytiques
Comme la dérivée de In est la fonction inversdctstment positive sur]0;+00[, alors la fonction In est strictement

croissante suf0;+eo| . De plus,limin x= - et lim In x = +oo .
x>0 L
L’axe des ordonnées est asymptote verticale auebeo i ____-——______—_
L'équation de la tangente au point d'abscisse ¥ est’'(1)(x-1)+ f (L)=x-1 A R A S
lim lnx = +co II{;“
W=+
1 y=x-1 . .
1
/ Tableau complet des variations :
I I I I I I 0 1
er 2,718 : 00
Jx) + +
/ +w
Jx) 0
1i_r}rﬂ1llnx= —co -0
el

Comme la fonction In est strictement croissante ]QJH-OO[, deux réels strictement positifs sont rangés daméme
ordre que leurs logarithmes. Autrement dit :

Propriété

Soienta etb deux nombres strictement positifs. Aldes<b = Ina<Inb].

Conséquence :
Le logarithme d’un nombre strictement supérieurestistrictement positifa>1 < In(a) >0

Le logarithme d’'un nombre strictement inférieur ast strictement négatifi<a<l< In@)<0

Propriétés algébrigues
Pour tous nombresetb strictement positifs :

In(axb)=Ina+Inb In(%)zlna—lnb In(lj:—lna
a

In (a') =rlIna (pour tout réet) (ce dernier résultat est trés utilisé dans desl@nuts d’ordre financier)

1
Cas particulier : Pour>0, \/a =(a)2 doncin(~/a) =%Ina

Propriété :
Soienta etb deux nombres strictement positifs. Alasb = Ina=Inb
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Le nombre e ;
Comme la fonction In est continue et strictememtissante sur]0;+oo[, et commelimin x=—-c et limInx=+cw

X-0 X — +00
x>0
I'équationIn x =1 admet une unique solution. -
On notee le nombre dont le logarithme népérien vaut 1. E rl18281828
Une approximation décimale deea 10™ prés est 2,718 In £e™13 {

En conséquencePour nombre entian, la solution de I'équation k= mest x =e™ . En effet,
InX=m < Inx=mx1l < Inx=mxlne = Inx:In(em) = x=e"
Nous admettrons que le théoréme s'étend au casédliguelconquen.

Dérivée d’'une fonction composée avec le logarithme
Théoreme :
Soitu une fonction dérivable sur un intervallet telle que, pour toxtdel, on aitu(x) >0; alors :

1

La fonction Inu (qui a tout réek associeln (u(x)) est dérivable suret la dérivée de lo est—
u

PN - . ) N , . u'
Ce théoreme s'utilise aussi dans l'autre sens : phmaitive d’'une fonction de la forme— seraln(u) sur tous les
u

intervalles otu est strictement positive ét (—u) sur tous les intervalles alest strictement négative.

— u' . R ,
Une primitive de— seraln(|u|) sur tout intervalle ou ne s’annule pas.
u

Croissances comparées
Pour traduire le fait que la croissance de la fondbgarithme népérien est extrémement lente

Outre les Iimiteslim+ InXx=-00 et lim In X =+ , on retiendra les résultats suivants :

X0 X — +00

. Inx . ; . Inx
lim — =0|, et quel que soit le réet >0, | lim — =

X — +00 X X — +00 X

0

Enfin | lim xIn x=0| et quel que soit le réet >0, |lim x“In x=0

x- 0" x— 0"

(on retiendra qu’en présence d’'une expression oin@ent polyndmes et logarithmes, ce sont toujdessexpressions polynomiales «qui
I'emportent»)

Démonstration :
1) Pour toutxO]L+eo[, on pose f () :In(x)—Z&. f est dérivable sujO;+co[ comme différence de deux

fonctions qui le sont, et pour tomD]O;+00[ : f'(x) =1—i = 1-Vx . Ainsi, pour toutxD]1;+00[, Jx>1 donc
X /X X

f'(x) <0. La fonctionf est donc strictement décroissante]ﬂu*OO[ . Ainsi, pour toutxD]l; +00[, f(x)<f(1).
Puisque f (1) = In(1) - 2/1= - 2< (, 0 nen déduit que pour tomD]l;+oo[, f(x)<0 < In(x)< 2/x.
n(x) _2Jx

I n(x 2 .
Ainsi, pour toutxD]1;+00[, O<—~F<——, c’est-a-direo<ﬁ<—. Mais puisquelim — =0, le théoreme
X

2
X X X +/x BN

. Inx
des gendarmes nous permet de conclurelque— =0

X — +oo X
Soita >0
1
PosonsX = x“. PuisqueXD]O;+00[ ,onaalorsx=X7 et lim X =lim x% =+
X — +00 X — +oo
1
. Inx . InXe 1InX R 3 .,
De plus lim — = lim =lim ———=0 d'apres le résultat précédent.
Xt Y X - 400 x X -+ o x
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. 1 1 1
2) Si on pose X==«Xx=—, on a alors limX=lim==+4c0, et on aura
X Xx-0 x-0 ¥
x>0 x>0
1 . InX
lim xIn x = Ilm —I —=Ilim -——=0
X-0 - +00 X X X 5 40 x

x>0
l
PosonsX = x. Puisquex[]0;+o[ , on a alorsx = X etlim X =lim x” =0

X-0 X-0
x>0 x>0

1

1
De plusllm X7 In X—Ilm Xin X¢@ —Ilm XIn X =0 d'apres le résultat précédent.
-0

><>0

2) Fonction logarithme décimal

La fonction logarithme décimal est la fonctionidif sur J0sco[ par
]0;+00[ -R

Log : In x

Propriétés algébrigues
La fonction log posséde les mémes propriétés dyéds que la fonction In, & savoir :
Pour tous nombresetb strictement positifs :

log(axb)=loga+ logb Iog(%j =loga- logb Iog(lj =-loga
a
Iog(ar ) =r loga (pour tout réet)
ol
log 1 =0, log 10 = 1, log 100=2 et pour tout entig Iog(ld‘) =n log 1877 7

Propriétés analytiques

donc

1 - .
La fonction logarithme décimal étant définie pagx=kIlnx avec k—|—>0, ses variations et ses limites sont

nl0
identiques a celles de la fonction In.
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