FONCTIONS : GENERALITES _
Guesmi.B

Ce chapitre ne traite que des "fonctions numériques de la variable rédle", c'est-a-dire des fonctions définies sur

tout ou une partiede R et avaeursdans R.

Les notions de parité, d'extremums et de sens de variation ont déja été abordées en classe de seconde.

1. Ensemble de définition d'une fonction

Définition 1
Définir une fonction (ou une application) f sur un ensemble de réels D, c'est associer atout réel x de D un réel

et un seul noté f(x).

Remargue : a notre niveau, D seratoujours un intervalle ou une (ré)union d'intervalles.
Exemples:
e Lafonction f définiesur [0; 3] par f(X) = x*+ 1.

Ici, lareprésentation graphique™ de f ne sera qu'un morceau de parabole :

On note encore :

f:[0;3 > R
X X2+ 1 1
e Lafonctiong:[0; 4o = R 1 2 3
X > /x

Remarquer que I'on ne peut pas définir g sur un ensemble plus grand.

Définition 2
L'ensemble de définition d'une fonction f est I'ensemble de tous les réels x pour lesquels f(x) est calculable.

Exemples:
1
e Soit f lafonction définie par f(X) = ——.
Son ensemble de définition est D; =]-1 ; +oo[ puisque f(x) n'est calculable que lorsquex + 1> 0.

Va-x?
x+1

On résout I'inéquation 4 — x? > 0 en lafactorisant ((2 — X)(2 + X) = 0) puisal'aide d'un tableau de signes::

e Soit g lafonction définie par g(x) = . Lafonction g est définie lorsque x = —1 et 4 — x> > 0.

X —0 -2 2 +00

Signede 2 - x + + 0 -
""" Sgnede2+x | - 0 + 4+ |
. Signede(2-9@+x) | - - 0 + 0o - ]

L'ensemble des solutions de I'inéquation 4 — x> > 0 est donc S=[-2 ; 2]. Et, tenant compte de la condition

x=-1,il vient: Dg=[-2;-1[ v ]-1; 2].

W La représentation graphique dans un repére (O ; 1, ] ) dune fonction f définie sur un ensemble D est I'ensemble des points de coordonnées

(x; (X)) pour x € D.
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2. Comparaison de fonctions

Définition 3
Soit D une partie de R. Soient f et g deux fonctions définies au moins sur D.
On dit quelesfonctions f et g sont égales sur D s : f(X) = g(x) pour tout x € D

On note alorssimplement : f = g sur D.

Exemples:
Considérons lesfonctions f, g et h définies par :
fiR—>R g:R—>R h:R—>R
X = \/? X = X X X

Ona: f=gsurR, f=hsur R,etg=hsur R,.
Remarque : attention ! Ne pas faire de simplification abusives dans |es expressions de fonctions :
Lesfonctions f et g définies par :

fiR\{5 —> R g:R—>R
(x=5(x+2)

X X+2
X-5

X =

ne sont pas égales sur R (puisque f n'est pas définie sur R). Mais elles sont égales sur R \ {5}. (Car, s x # 5,

on peut smplifier par x — 5 dans I'expression de f(x))

Définition 4

Soit | unintervalle et soient f et g deux fonctions définies au moins sur |. On dit que:

o festinférieureagsurl lorsgue: f(X) < g(x) pour tout x € I. On note: f < gsur l.

o festpostivesur| lorsque: f(x) = 0 pourtoutx e I.Onnote: f = Osur .

e festmajoréesur | lorsqu'il existeun réel M tel que: f(xX) < M pour tout x € 1.

e festminoréesur | lorsqu'il existeun réel mtel que: m < f(x) pour tout x e .

o festbornéesur | lorsgu'il existedesréelsM et mtelsque: m < f(x) < M pour tout x € |. (f est majorée et

minorée)

Remarque : la relation d'ordre pour les fonctions n'est pas totale ; en ce sens que deux fonctions ne sont pas

toujours comparables (voir exempl e ci-dessous)
Exemples:
1) On considére les fonctions f et g définies sur R, par f(x) = x et g(x) = x*>. Comparer f et g...

Lesfonctions f et g ne sont pas comparables sur R.. En effet : 9

Cq
1 1 . 1.1 : .
f[E) = g[Ej (puisque > = Z) mais f(2) < g(2) (puisque?2 < 4)
Cependant,ona: f > gsur[0; 1] e f < gsur[1; +oof. 4 c
f

Ceci se prouve en éudiant le signe de la différence f(x) — g(x) :

£09 - g =X~ x2=x(1-X) B
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Tableau de signes :

X 0 1 +o0)

Signe de x 0 + +
~ Sgnedel-x | v o T
 Signedef-g(x) | o + o -

Onadonchien: f(x) —g(x) = Olorsquex € [0; 1] et f(X) — 9g(X) < Olorsquex e [1; +oof.
Autrement dit: x > x° lorsquex € [0; 1] & x < x* lorsquex e [1; +od.

Moralité: un nombre A n'est pastoujoursinférieur a son carré A%..
2) On considerelafonction f définie sur R par f(x) = x(1 — x). Démontrer que f est majorée sur R par % .

Laencore, on éudiele signe de la différence: pour tout x € R, on a:

1 1 1 2 (1 )
Z—f(x)—Z x(1 x)—4 x+x—( )

2
Et comme, (%— ) = 0 pour tout x € R, on en déduit : = > f(x) pour tout x € R.

1
4
. . L 1 1 . . S
Lafonction f est donc bien majorée par 2 (Et 2 est le plus petit des majorants de f (autrement dit : 2 est un

maximum de f) puisgue pour X =% , Cemajorant est atteint)

3) Démontrer que la fonction ¢ définie pour t € R par ¢(t) =4sint — 3 est bornée sur R.
Cettefois-ci, on utiliselefait que: -1 < sint < 1 pour tout t € R.
En multipliant cet encadrement par 4, puis en soustrayant 3, on obtient : =7 < ¢(t) < 1 pour toutt € R.

Lafonction ¢ est donc bien bornée sur R.

INTERPRETATIONS GRAPHIQUES :

f est mgjorée (sur R) f est minorée (sur R) f est bornée (sur R)

M M

C
/ C
C
m m
Lacourbe C est en Lacourbe C est au Lacourbe C est

dessous d'une dessus d'une contenue dans une
certaine droite certaine droite bande horizontale

horizontale horizontale
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Propriéé
Soit f une fonction monotone sur un intervalel = [a; b]. Alors f est bornée.

Démongtration :

Supposons f croissante sur [a ; b]. (Lecas"f décroissante" se traite de maniére anal ogue)
Soitx € [a; b].Onadonca<x<bh.

Et comme f est croissante, €lle conserve lesinégalités, d'ol : f(a) < f(X) < f(b).

Les nombres f(x) sont encadrés par f(a) et f(b) pour tousx € [a; b]. Autrement dit, f est bornée.

3. Composition de fonctions

Voir fiche ci-apreés.

4. Sens de variation d'une fonction

Définition 5
Soit | un intervalle (ouvert ou fermé, borné ou non)
Soit f une fonction définie au moins sur 1. On dit que:

o festcroissantesur | si:pourtousuetvdansl:u<v = f(u) < f(v)

o feststrictement croissantesur | S : pour tousu et vdansl :u<v = f(u) < f(v)

e festdécroissantesur | si: pourtousuetvdansl:u<v = f(u) = f(v)

e f est strictement décroissantesur | s : pour tousu et vdansl :u<v = f(u) > f(v)

e festmonotonesur | s f est croissante sur | ou décroissante sur |.

o feststrictement monotone sur | s f est strictement croissante sur | ou strictement décroissante sur 1.

Remarques :
e cesnotions ne sont valables que sur un intervalle

¢ ondit parfois que f est croissante s elle conserve les inégalités et que f est décroissante s elle renverse les

inégalités.

Le sens de variation des fonctions suivantes est a connaitre parfaitement :

1
X ax+h x> X2 X x° X = X > /X
X

Exemple 1 : oul'on utilise le sens de variation des fonctions usuelles
-3
5-2x

Soit f lafonction définie par : f(x) = + 2.

Lafonction f est définie pour 5 — 2x > 0, c'est-a-dire x <g .

Son ensemble de définition est donc D, = }—w;g[ .
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En tragant la courbe représentant f sur une calculatrice, il semble que f soit strictement décroissante sur D;.

Prouvonsle:

Soient u et v desréds quel conques de}—w;g[ telsque:

u<v
Lafonction x > 5 — 2x est strictement décroissante sur R (fonction affine de coefficient directeur négatif)
donc

5-2u > 5-2v

Lesréels5—2u et 5 - 2v sont strictement positifs puisque u et v sont ééments de }—w;g[ .

Or, lafonction x > \/; est strictement croissante sur R, donc :

V5—2u > 4/5-2v

Les réds 4/5-2u et +/5-2v sont strictement positifs (puisque 5 — 2u et 5 — 2v le sont). Or, la fonction

X = 1 est strictement décroissante sur ]O ; +oo[ donc:
X

1 __ 1
J5-2u 5-2v

En multipliant par -3, qui est un nombre négatif :
-3 -3
>
V5-2u  y5-2v

Et enfin en gjoutant 2 :
I SO R
J5-2u V5-2v

Cest-a-dire: f) > £(v)

2

Bilan : on amontré que, pour tousréelsu et v de}—w;g[ u<v = f(u) > £f(v)

Lafonction f est donc bien strictement décroissante sur }—w;g[ .

Exemple 2 : ou I'on utilise la parité desfonctions

Soit f unefonction paire (i.e. D, est un ensemble centré en 0, et pour tout X € Dy, f(—X) = f(X)).

Notons D; = {x € D, telsquex > 0} et D; ={x € D, telsquex < (}.
Supposons : f est strictement croissante sur D]T

Alors f et strictement decroissante sur D; . En effet, soient u et v desréels quelconques de D telsque:
u<v

En multipliant par —1: -u>-v

Lesréels—u et —v sont des ééments deD; . Comme f est strictement croissantesur Dy, on a:

f(=U) > f(=v)
Et comme f est paire: f(u) > f(v)
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Bilan : on amontré que, pour tousrédsuetvde Dy tu<v = f(u) > f(V)

Lafonction f est donc bien strictement décroissante sur D .

On montre, de méme, que:

f paire et strictement décroissante sur D]T = f strictement croissantesur D; .

f impaire et strictement croissante sur D]T = f strictement croissantesur D; .

f impaire et strictement décroissante sur D; = f strictement décroissante sur D .

Exemple 3 : ou I'on utilise lesréegles de calcul algébrique
Etudier le sens de variation delafonction f définiesur R par : f(X) = x*.
Soient u et v desréds quelconques de [0 ; +oof telsque: u<v.

On sait, par ailleurs, que:  u*— v = (L2 = VA(U? + V%) = (u— V)(u + V) (U2 + V)

Remarque : on peut retrouver le
sensdevariation delafonction
x> x* en composant la fonction
carrée avec elle méme et en utilisant
le théoréme sur le sensde variation
d'une composée.

Or, par hypothése: u—v<0, u+v>0, u>+Vv*> 0. Donc u* - v* < 0, cest-a-dire f(u) < f(v).

Lafonction f est donc strictement croissante sur [0 ; +oof.

En outre, f est paire (car définie sur R qui est centré en 0, et pour tout X € R, (-x)* = x*), donc (cf exemple 2),

f est strictement décroissante sur ]—o ; Q].

Exercice : éudier le sensde variation delafonction f définie par f(x) = X + 1 pour X € ]0 ; +oo[.
X

(On pourra montrer que : f(V) = f(u)y=(v—u) (1—u—1v)

et discuter suivant que u et v sont dans]0 ; 1] ou dans[1, +oo)

On verra, lors du chapitre sur la dérivation, une autre méthode pour éudier le sens de variation d'une fonction.

Théoréme

Soient f et g deux fonctions définies au moins sur le mémeintervallel. Soit A € R.

e S f et gsont croissantes (resp. décroissante) sur | alors lafonction f + g est croissante (resp. décroissante)

sur l.

o S festcroissantesur | et A >0 (resp. A < 0) alorslafonction Af est croissante (resp. décroissante) sur |.

Remargue : le théoréme est valable avec des fonctions strictement monotones.
Démongtration :

Soient u et v deséémentsdel telsqueu<v.

e Supposons f et g croissantes sur |. On adonc f(u) < f(v) et g(u) < g(v).

En additionnant membre a membre: f(u) + g(u) < f(v) + g(v). D'ou le résultat.

e Enfin I'inégalité f(u) < f(v) devient Af(u) < Af(v) S > 0 et Af(U) > Af(v) S A < O d'oul le résultat.
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Exemple : la fonction f définie sur R par f(x) = x> + 3x + 2 est strictement croissante sur R puisque les

fonctionsx > x> et x > 3x + 2 le sont.

Attention : il n'y a pas de régle auss ssmple pour le produit de deux fonctions. En effet, suivant le cas, le
produit de deux fonctions croissantes peut &re une fonction croissante mais auss une fonction décroissante. En
effet, considérons les fonctions définies sur R par f : X F>x e g : x > x°. On sait que f e g sont
croissantes sur R. Or, la fonction produit fg est définie sur R par fg(x) = x* est (voir exemple 3 ci-dessus)

croissante sur [0 ; +oo[ et décroissante sur |- ; 0]...

Exercice : soient f et g deux fonctions positives et croissantes sur un intervalle I. Démontrer que la fonction
produit fg est croissante sur I.
Solution : soient x et y dans | telsquex <.

Comme f et g sont croissantes et positivessur | on a:

0< f(x) < f(y) [1]
et
0 < g(x) < g(y) (2]
Multiplions[1] par g(x) (qui est une quantité positive) :
0 < f(¥)9(¥) < f(¥)9(¥) (3]
Multiplions[2] par f(y) (qui est une quantité positive) :
0 < g()f(y) < f(Y)a(y) [4]

En utilisant latransitivité desinégalités, [3] et [4] donnent :
0 < f(¥)9() < f(y)a(y)
Clest-a-dire: 0 < f9(x) < fa(y)

Cequi prouve quelafonction fg est croissante sur .

5. Fonctions associées du type x = f(X) +k , x > f(x +A) , X > —f(x) et X > f(—x)

Théoréme

Soit C; la représentation graphique d'une fonction f dans un repére (O ;i,] ).

e La courbe Cq représentant la fonction g définie par g(x) = f(X) + k est I'image de C; par la trandation de

-

vecteur k j .

e Lacourbe C;, représentant la fonction h définie par h(x) = f(x + ) est I'image de C; par la trandation de

-

vecteur —A i .

e Lacourbe Cy représentant la fonction k définie par k(x) = —f(x) est I'image de C, par la symétrie par rapport
al'axe (Ox) des abscisses.

e Lacourbe C représentant la fonction | définie par 1(x) = f(—x) est I'image de C; par la symétrie par rapport

al'axe (Oy) des ordonnées.

Attention, f et h n'ont pas le méme ensemble de définition en général. De méme pour f €t 1.
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Exemples:

Soit f lafonction "racine carrée" (f : X > N pour X > 0) et C; sa représentation graphique dans un repére
O:1,]).

Représenter lesfonctions g, h et k définies par g(x) = vx +3; h(X) = Vx— 2 ; k(X) = — /X et [(X) = +/— x

On preécisera également |'ensembl e de définition de chacune de ces quatre fonctions.

Démonstration du théoréme :

e Soitx € Dy. Soient M et M' les points de C; et Cy d'abscisses x. On adonc:
M(x; f(x)) & M'(x; f(x) +K)

0
k

%
Onaalors: MM’

- - -
On constate que le vecteur MM ' est indépendant de x et que MM '=K j .
Donc, pour tout point M de C; abscisse x, le point M" de Cy d'abscisse x est tel que: M’ = t,; (M).

La courbe Cy est donc bien I'image de C; par la trandation de vecteur kT .

e Soit x € Dy. Soit M le point de C; d'abscisse x. On adonc : M(x; f(x))
Lafonction h est définieen x — A puisque h(x — ) = f(x = A + &) = f(X).
Soit M' le point de C, abscissex — A. Ainsi : M'(x — A ; f(X))

= |-
Onaalors: MM’ 0

- - N
On congtate que le vecteur MM ' est indépendant de x et que MM'=-A i .
Donc, pour tout point M de C; abscisse x, le point M' de C, d'abscissex — A est tel que: M' = t_, - (M).

La courbe C,, est donc bien I'image de C; par la trandation de vecteur —k_i) .
e Soitx € D;. Soient M et M' les points de C; et Cy d'abscisses x. On adonc :
M(x; f(x)) et M'(x; -f(x))
Soit | le milieu de [MM']. Les coordonnéesde | sont : 1(x ; 0). Le point | est donc sur |'axe des abscisses.
Donc, pour tout point M de C; abscisse x, le point M’ de C, d'abscisse x est tel que : M' = 50(M).
La courbe C, est donc bien I'image de C; par la symétrie par rapport & (Ox)
e Soit x € Dy. Soit M le point de C; d'abscisse x. On adonc : M(x; f(x))
Lafonction | est définie en —x puisque [(—X) = f(X).
Soit M' le point de C, abscisse —x. Aing : M'(=x; f(X))
Soit | lemilieu de [MM']. Les coordonnéesde | sont : 1(0; f(x)). Le point | est donc sur |'axe des ordonnées.
Donc, pour tout point M de C; abscisse , le point M' de C; d'abscisse —x est tel que: M' = So,)(M).
Lacourbe C, est donc bien I'image de C; par |a symétrie par rapport & (Oy).
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