Fonction Exponentielle

|. Définition de la fonction exponentielle

Soit (E) I'équation différentielle f"[J'j = f{-fJ avec f{ﬂ] = 1, On admet qu'il existe une
fonction solution de cette equation.

Démonstration :

Soit f une fonction solution de (E) et on pose h"'[i"] N f{-f].f[_-f}
f est défini sur T:, dérivable et :

d (o) = Flel =) + Fle) (= F(—x))
y{e) = flr) fl=a) = flr)fi(=e)
y{e) =0

donc !f est constante sur [H.

gllh) = F{0] » f(0) = b
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fmr) =

Pour tout .- réel, f.e) % f{—+) = Ldonc pour tout réel ;r,_f{-*r] # et
Consguence :

La derniére conséguence vient du fait que cette fonction est continue sur [R (car dérivable) et

ne s'annnule pas.

ll. Propriété algébrique de |'exponentielle

fl Ir'

expla + b) = exp(a) exp(b)

Démonstration de la propriété 1 :
() expln + )
i) = ————
Soit la fonction exple])
t{ est dérivable sur [,




L ow expla + ) cxpifer]

o' {r] o sf{llet i) —
cxplo + )
dou  exDu) car expli ) = expla] X explir) pour tout réel :
cxple + ) B cxpia) « explir)

donc  cxper] cxpln )

= cxpl.r)

= cxplr)

exp(na) = (expa)”

Démonstration de la propriété 2 :

ex{ o)

ta — 0=

.,_D:p{” i) L‘:{p(h]_

cxpla — 0y = expla + (=b)] = expla) = 1 _ cxpin)
2 2 ) L] [h] ] {h}

.,_uxp{: ) = fexpa)” (On procéde par raisonnement par récurrence)

nel. o ne i

Pour 1 = 2, ¢xpl2a) = exple + o) = cxplu] = cxplu) = [emeple) |7

Pour 1y = 3 i

J_L‘KI){EEJ} = oxpl 2o + 1) = exp(2a) % exple) = Jexp{e)]* = expla) = [expla)]?

Pour 1 & [9%, cxplnn) = |explu)”

cxpllr + D] = cxplne + ) = cxploe) x explo) = [cap(e)]” x cxplu]) = [exp(o)] !

Notations simplifiées : X1} > 2, P52

¢ n'est pas rationnel (¢ ¢ ':Q'), il est transcendant et irrationnel.
B — ! i o i
alors vaplr] = cxplnm x 1) =(exp 1)" =" e 9%

r e R, exp(r)

Remarque :
r S

T — {5y 0
¢ =E = (¢F) = 0 gone pour tout réel i, ' = (I

lll. Etude de la fonction exponentielle

La fonction exponentielle est définie et dérivable sur .
expl{o) = ¢

La courbe admet une tangente de coefficient directeur 1 au point de coordonnées (0 ; 1) et de
coefficient directeur e au point de coordonnées (1 ; e).




Limites de .- aux bornes de son ensemble de définition

Démonstrations :

lim " = +00
B4 B
Montrons que pour tout :r =1, ' =+ 1
soit W{v) =" —. y'{c] =¢" = letpour i ZlVona ¢ = ¢" = ¢ = 1douy{c] 20
(4 est croissante sur F:t).

O[] +oC

gl -

_ : . ) lim e’ = 4o
Pour tout 2 U, y{r) 2 1= " —21lgou ' 2.+ L2 rdonc sotm

lim ¢ =10
[ SN &

Démonstration :

LA

lim — = +aC
B_i——Er

litn
Montrons d'abord que I—*+% =41
i = r—z
Pour cela, on établit que pour i = () -2
5]
o
M| =" — — :
Posons &) g, Wir)=c"—u
e |0 +o0
g s
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- P r
- | Tzl =2 =
Pour tout + =1 2 7 “donc 7 " 2 " 9
g
o
rEl= 0 = —
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0 A o . I:,_.]'
== — == lim — =+w®w
i 2dol r—+u% . rf

T
({' i) = pour tout 1 & [4*



aL

s i 0 -
lim — =+oc M = X ==
or N—+4+w X d'ou T (avec )
. 1 . (!
) lim "' =4 — =0 lim —
D'autre part : 1 —+x: et n! d'ou r—++i '
lim e’ =1}
i — =T B
On pose # = —.i (lorsque . tend vers +a, t tend vers —ix:)
?I..ln'

oMot = (=t e~t = {—1) x =

. . . f_h’
lim "¢ = lim { —— | =11
J— [ e f"l

d'ou

V. Dérivée de -« - Primitive associée

Si_m_est définie et dérivable sur M _de I, la fonction m est définie et dérivable

sur Ml et S

De maniére générale : m (Fonction composée)




