Exercices de mathématiques sur les suites
numériques en terminale : Guesmi.B

Exercices de maths en terminale
La liste de tous les exercices de maths sur les suites numériques en classe determinale S .
Ces exercices de mathématiques en terminale disposent de leur corrigé, vous pourrez donc vérifier vos

résultats sur ces exercices de mathématiques portant sur les suites numérigues en consultant le corrigé
des exercices de mathématiques.

Il vy a 26 exercices sur les suites numérigues.

Les suites numeriques en terminale
Exercice :

2 [
On considére la suite (1}, . p délinie par : =15 el pour loul enticr n 20 = [I +—]ﬂ“_I +—.
1 i

l:a. Caleuler i .

b, Les valeurs de o3, 4 3, 800 0 5o 0 gs U7, Mg Hgs 8 100 8 oy SORE pespectivement gales 50 45, 77, 117, 165, 221, 285, 357, 437, 5
621,

A partir de ces données conjecturer la nature de la suite (of , ) définie pard = w0 =t

2, On considire la suite arithmétique (v, ), . n de raison & et de premier terme v = 16, Justifier que la somme des n prem
termies de cette suite est épale 44 n®+ 12 1.

B Démaontrer par récurrence que pour tout entier naturel nona; w, =4 n ' 12n+5.

4. Valider la conjecture mise i la question 1. b,



Lid by = 1-!-%]1{“4-—? =3Ix5+6=21
b, do=uj—uyg=16 di=ni-u,=24 dazp;—u;=32 di=u —uy=40
dy=ts=—1y =48 ds=tg—=ts=56 dy=tiqg=itg="04 di=ug=us=T2
dg=lln—u$=ﬂﬂ l-‘lrp=l'i‘|n—llu=35t d|||=ﬂ||—ﬂ'|n=9ﬁ
d , serait une suite arithmétique de raison 8.
2. Yot Vit p=nve+{l +2+ ..+ (n=-1)] X8
=1
1'¢,+L'|+...+|-".,=Iﬁn+—"{” ]xﬁ

Vo+ V¥ +. v, = l6n+dn’—dn
:
Vg v ke =dn+ 120

La somme des | premiers termes de la suite se limite dvp 4% 174 12%x 1 = 16= vy La propriété est vraie pour n =1

Hérédité : montrons gue pour tout i de IN, la propriété est héréditaire

+ P ¢ = ¥
cest-a-direquesivg+ v+ ok v, =dn + [ 2nalors v vy kv, kv, =4 (n+ 2412 1)
SOILVp+ ¥+ Vot =4n"+ W+ 16

VotV et Vg # V=40 ¥ 120+, OFv,=vo+nr=16+8n
ot vyt kv kv, =dn + [ 2n+46+8n soitvg+v 4.+, gt v, =40 +2Wn+ 16
pour tout o de IN %, la propri¢té est héréditaire done est veaie pour toul o de N2

3 Vérification - g = Set 4 >(U2 + 12x0+5=10.La Proprcie est Vriie pour i =1}

Héredite : montrons que pour towt ode IN, la propriété est héréditaire ;
cestd-dire quesin, =4 a’+ 12n+Salorsu, =4+ D3+ 12+ 11+ 5=4n"+20n+21

2 & 3 3 3 &
Haei=| 1+ i, +——ori,=4n"+12n+S5doncu,, = e A" +12n+5)+—
n+l n+1 n+l n+1

m+3) - +R2a+5+6 At + 120 +S5u+ 120" +36n+1546

Haar= SO0 M=
n+l ntl

dn'+24n  +4ln+21 5 3 5 3

s = — i i B2 or @+ 20n+21) ok = n24 20024 2 n+ 4+ 20+ 21 =dn® 4 24441 n+ 21
"+
4n'+24n" +41n+21 )
done o =40~ +20n+2l
i

¥ 3
soit 8, o =40 +20mn+21
pour tout & de IN, la propriété est héréditaire done est vraie pour tout » de N,

4. A=ty =ty =4 +0n+21 -0+ 120+ 5 doncd,=8n+ 16;
o g est de L forme o o + 0 rdone o, est une suite anthmeétique de mison 8.

Suites - somme des cubes. en terminale

Exercice :



Soitn € M.
On désigne par &, la somme des cubes des » premiers entiers naturels impairs -
S=TP+3¥+5+_ _+2n-1)
Par exemple, §5=1° + 3" + 5 = 153,
1. Démontrer. par récurrence, que pour tout 7 £ [ -
S, =2 —n’
2. Determiner n tel que :

P4+3 45 4. 40@n—1Y =913276

Formulaire pour cet exercice :

(a+bY=a +3ab+3ab’ + 1

(@a+ 8 =a"+4a°b + 6a'h” + 4ab” + b

Etude suite récurrente. en terminale

Exercice : Etude d'une suite récurrente




Soit f la fonction définie sur [-1, 4eof par : fix)=

1. Etudier les variations de £

HU=E

Ml = f (urt}

2. Soit (u,) la suite définie par :

a. Démontrer que, pourtout n € N, ona: 0<u,<upy <1
b. En déduire que la suite (u,) converge.
c. Démontrer que, pour tout n € M, on a :

|
e — 11 E e, — 11
d. En déduire que, pour tout n € N, on a :

1 R
g, — 11 = (5) gy — 11

En déduire la limite de la suite (2,).

CORRECTION



l. f=hogoig:xe [-1, +0] I-—)l—z—zcth:xelﬁ,,l-—) \G

Comme g est strictement croissante sur [—1, +eof et & est strictement croissante sur g([-1, +<of) = E,, on en
deduit, par composition, que [ est croissante sur [—1, +0[.
2. a. Onconsidére la propriéte g definie, pour n = M, par :
D, <u,g<l

I+u0_\r

-—g—,{m a bien :
2 2

+« Comme i, =

ES TS T |
Dol g(0). La propriété g2 est initialisée au rang 0.
s Soit n = . Supposons g (n): Doy < i< 1
Comme f est strictement croissante sur [0 ; 1] (puisqu'elle I'est sur [—1, +<o[), on a :

Ji0) < fla) < fltar) < f(1)
Clest-a-dire : o < g S Mo < 1

D'oir : 0 < gy < U< 1
Cequiest go(n+ 1)
La propriété ¢ est donc héreditaire a partir du rang 0.
Du principe de raisonnement par récurrence, on déduit : @ (n) pour tout n .
C'est-a-dire : 0 <, <y <1 pourtont n e M
b. On wient de voir que la suite (x,) est croissante et majorée (par 1), done elle converge.

¢, Pourtontn = M, on a:

Limite de suite numériques. en terminale
Exercice :

Dans chacun des cas. étudier la limite de la suite proposée -

S’ +2n—4

{J'p;:—
n +nt+1
2ainn+3

b, =
m+1

gn_on

ETY

CORRECTION



Suites et fonctions. en terminale

Exercice n° 1 : suites arithmétiques et géométriques .

1. Soit la suite arithmétique I:U'ﬂ:l de raison r=-2 et telle que U= ‘35:
Usg.

a. Calculer

b, caleuler 2 10=U 1+ U+ +U1g

S0l ad

Va=

v :
2. Soit la suite géométrique ( 'ﬂ:' de raison q 2 et telle que .

a. Calculer vV Q[:L.
b. caleuler 9= V1+Va+.4+Vg

Exercice n° 2 : suites du type Un=f(n).

Calculer les limites des suites suivantes :

_da—l
Up= i+l
_ 3n—4
b__U'-”« — dn41

L Up=In(1+%)

d__Uﬂ = cos(%)

U, = sin(n;—r)

e.

Exercice n° 3 : théoréme de comparaison.

Calculer les limites des suites suivantes :

slom
n-+cos(JT)
b. Un = 7

Exercice n° 4 : croissances comparées.

Calculer les limites des suites suivantes en utilisant le théoréme des croissances comparées.




b Up=2"—n3

. n
LUR_Iﬂ[ﬂ3+l)

Exercice n° 5 : croissances comparées.

Etudier le sens de variation des suites suivantes :

__n_
LUn_ﬂ+1

. Up= n—in{l+n)

o _1x3x%..... #(2mn—1)
c. T T X XWX 20

Exercice n° 6 : récurrence .

Soit {Uﬂ} la suite définie par

Up=2
Ve N Upp1i=Tat2"

Démontrer par récurrence gue :

Yne N,U,<2

Exercice n° 7 : récurrence .

Soit {U'ﬂ} ' la suite définie par

Up=2
Yn€ N, Unpp1=000,—3"

Démontrer par récurrence que :

¥ne N, U,=3-2"].

Exercice n° 8 : récurrence .

On pose :
TL
Vne N, 5, =124224324 . 4n2=" " k2.
E=1

a. Calculer n;-h"'l "5'2 153 154 .

b. Exprimer Sﬂ'l'l en fonction de Sn_.

c. Démontrer par récurrence que :




i Di3n—1
W e NF ..5"ﬂ:ﬂ(ﬂ+ jﬁ( n—1) .

CORRECTION

o
1. Soit la suite arithmétique I:Uﬂ:l de raison r=-2 et telle que Up=425

Ugg=U1p+40xr =254+40x(-2)=—55

a. Calculer

10X(U1+U1D]
b. calcuter 210 =1+ U+ AU =—""75""

or T10=U149r =2 U1 =U1p—9r=25-9x(-2)=43

10% (T +17 10%(43+125
S10= X( {r 1n]': ><'I2+ ):34D

Va=

o0 el

_1
2. Soit la suite géométrique {V’R} de raison 1= 2 et telle que
_ 123 ¢lyiz 3
a. Calculer VED o VBXQ' — B X(E) T 32VER.

Vip—Vi1 %K(%jg_vl

Sg=V1+¥Vo+..+Vg= -1 — 1,
b. Calculer 2
Vg  3xaf
Vi=q7="¢% =48
Or (2)
48 1533

Exercice n° 2 : suites du e Un=f(n).

Calculer les limites des suites suivantes :

im U, =1
a. m——+tco
: _ dn—4q 3
b n—liml-gﬂ_n—l%ml-mgﬂ"‘l B
e limig b =0
im U, = 1mcos(%):1
d. n—+o0 " n—+o0
hm U, = llmsm(ﬂ%)
e. =40 " m—o oo : sans limite



Exercice n° 3 : théoréme de comparaison.

Calculer les limites des suites suivantes :

1mUﬂ—l
a.m——+oo " n—+oo

n+Cos(4TH)

11 l N =

mU,=
b. m— oo f.n,—}—l—o-:}

Exercice n° 4 : croissances comparées.

Calculer les limites des suites suivantes en utilisant le théoréme des croissances comparées.

2
imf, = lim Z5=-co
a. n— oo -n—}—l—-::o?n +
m U, = lim 2" —n3=+4co
b. °m—* Foo n—+ oo
' . .
i Un= lim e =100

Exercice n° 5 : croissances comparées.

Etudier le sens de variation des suites suivantes :

T
. Un=5r11 ;
ntl n ()2—n(ntD) !
o PEN Unt1-Un= s =" Dt — D@2 =

donc I:Uﬂ:l est strictement croissante sur I

b, Un =n—in(14n)
neN,Unpp1-U, = n—|—1—£n(n—|—2}—n—|—£n{n—|—l}

—1+4in(ZE) = 14in(1 5 1

soit
La suite définie par Vﬂ = ﬁn(l_ﬂ +Q:I est croissante et tend vers 0
np€N,1+¥Vn 20

donc il existe

A partir de ﬂ[:' € [N, la suite étudiée est croissante.

0



o YT hnd % K20
Pour HE[N#]:!U'HED

Nous pouvons donc calculer le rapport :

Pour

Donc la suite (Uﬂ) est décroissante sur [ .

Suites numériques en terminale

Exercice :

(On considere la suite (i), définie par :

up = 1l etpour tout e M, iy :§un+n—2.

1. Calculer u;, 1> et us.
2. a Démontrer que pour tout entier naturel # =4, iy = 0.
b. En déduire que pour tout entier naturel # == 5, 1y =1 —3.

¢. En déduirelalimite de la suite (265) 2y

21
3. On définit la suite (4),p par : pour tout e M, vy = 2y + 30 — =

a. Démontrer que la suite (g),cpy €5t Une suite séométrique dont ol

terme.
L. 25 (18" 3. 21
b. Endéduireque: pourtout nel, upy=—|=| +=-0n——.
413 2 4
f1
¢. Soitla somme S, définie pour tout entier naturel # par: §; = Z iy .
k=0

Déterminer I'expression de S5, en fonction de .

CORRECTION



1
1. Sin=0, un+1:§uﬂ+n—2devient:
1 . 1 5
Hy =—tpt+0-2s0it ) == -2=—-——;
3 3 3

1
Sin=1, un+1=§un+n—2devient:
! + 1 -2 soit 1
By = — U —2soit up = ——.
25 g 2 9

1
Sin=2, un+1:§uﬂ+n—2devient:

1 +2-2 soit 1
U3 = — U —2soit us=-—.
s=ge 5 >7

1
2, a Sin=3, uml:guﬁﬁ—n—?,devient:

iy = %u3+3—250it = g,donc g =0,

La propriété est vraie pour # = 4.

Montrons que la propriété est héréditaire ¢’'est-a-dire que pour tout # Z 4, si 1y = 0 alors w41 = 0.
Uptl = %u”+n—2;comme nzd n-2>0deplus %uﬁ =0,

La somme de nombres positifs étant un nombre positif, donc

éun+n—2}0 soit wyy =0,

La propriété est héréditaire donc vraie pour tout entier naturel

=4
b. En déduire que pour tout entier naturel » =5, 1y = n—3.

1 553
s =—ig+4—2=—, soit us = 2,28 donc 15 =5 3.

3 243 &
La propriété est vraie pour n=5;
Montrons que la propriété est héréditaire c'est-a-dire que pour tout # = 5, si 1, == 7 —3 alors 4 =
#+1-3 oUencore Uy =hn—2.

1
e guﬂ+n—2, n =5 donc uy = n—-3donc
1 : 1
Hpt+ 1= 5(1173) +n—2 s0it tye = §n+n7172; comme # =5,
1
gn zldonc iy =1 +n—1-2soit Uy ZR-2.
La propriété est héréditaire donc vraie pour tout entier naturel
n=b.
Remarque : On peut également montrer que l'on vient de démontrer que pour # 2z 4, u; = 0, d'olt
gun;"o::» guﬂ+n72}n72 = Upy] =R 2 = lige = (B+H]1) -3 = uy, =1 -3
¢. lim (n—3) = +co et pour tout entier naturel #2 2 5, u4y = n— 3 donc d’apreés le théoréme de comparai-

A—too
son: lim i, = +co.

At

21
3. a vyl =-2up+l+3np+]l)-— =

1 21
Pl =—2 5u,;+n—2 +3n+3—5;

= 2n+44+3n+3 & - + L
i = —— U — LR 1 S U H—— —
i+l 3 fid 2 3 fr 2
1 (-2 )+l 3 1 21
i) ==X (—2u et e | e S
i+l 3 # 3 3 )

1 5 43 21 1
Varl=—|— n——| = vai1=-ta.
n+1 3 iy 2 +l 3 "

1 21 25
La suite (5], €5t Une suite géométrique de raison 3 et de premier terme tp = —2ug+3x0-— = ——

5
25 f1y"®
Donc Uﬂ:_? 5 .

Suite arithmético-géométrique. en terminale




Exercice : Moyennes arithmétique et géométrique, comparaison

Soit n = M. On considére n réels positifs ay, @, ..., @,
On appelle moyenne arithmeétigue des réels ay, a3, ..., g, le reel A défini par :
Ao Attt

n

On appelle moyenne geométrique des réels ay, @q, ..., dy le réel & défini par

G= Yaa,..a,
Le but de I'exercice est de prouver que : G=A
1. Démontrer que pour tout réel x ez
: . i O
2. En déduire que pour tout { [[1, E ed = ;!3—
: : GIF
3. Endeduire que : 1= e

Conclure.

Divergence cos et sin. en terminale

Exercice : Divergence des suite (cos n) et (sin n)

Démontrer que les suites (sin n) et (cos n) divergent.

CORRECTION

Supposons que la suite (cos n) converge vers un certain réel £ & [—1, 1]. ek = :
G TRESONE O IR IS OnEInen

par I'absurde.

Om sait que : cosin+ly=cosncos] —sinnainl

Les suites (cos(n + 1)) et (cos n cos 1) ont, par hypothese, mne limite.

Omn en déduit, par différence que la suite (sin # sin 1) anssi.



Résultats historiques. en terminale

Exercice : Quelques résultats historiques (R.0.C)

Démontrer que :

1. Toute suite convergente est bornée.

Toute suite croissante et non majoree diverge vers +<0.

51 une suite converge, alors sa limite est unique.

La suite de terme géneral (—1)" n'a pas de limite.

Si (u,) est bornée et (v,) converge vers 0 alors (x,v,) converge vers 0.

Toute suite convergente d'entiers relatifs est stationnaire et a pour limite un entier relatif.

. O S S

Toute suite divergente vers +o0 est minoree.

CORRECTION



1. Notens £ la limite de la suite (u,) et f l'intervalle €= 1, £+ 1[. { est bien un intervalle ouvert centré en £,
Comme (u,) converge, a partir d'un certain rang N, tous les termes de la suiie (u,) sont dans f. Autrement
dit :

n=N=¥f-1l<cu,<f+1
¢ 5i N=0, alors c'est fini, () cst bornce par lesréels £ — L et £+ 1.

e SiN =1, alors notens A l'ensemble {ug, ..., wpeg €= 1, £+ 1}, M le plus grand élément de A et m scn

plus petit élément. Ainsi (u,) est bornée par les réels met M,

2. Soit A e R . Comme () n'est pas majorée, il existe un rang N pour lequel :
My > A

Mais comme (u,) est croissante, pour tout # = N, on aora ;
M, = Uy > A

Donc toas les termes de la suite sont dans 'intervalle JA, +eof a partir duo rang N.
Comme ceci est valable pour tout 4 ﬂ@.:_ , on ¢n deduit bicn que () diverge vers +<0,

3. Raisonnons par l'absurde. Supposons que la suite (i) admette deux limites distinetes £ ot £ avec £ < £,
Notons d = £ — 4.
Comme (u,) converge vers £y, a partir d'un certain rang Ny, tous les termes de la snite sont dans l'intervalle
ouvert { de centre £ et de rayon % .
De méme, comme (x,) converge vers £, a partir d'un certain rang N, tous les termes de la suite sont dans

I'intervalle ouvert [; de centre 4£; et de rayon % 4

Done a partit du rang N = max(Ny, N}, tous les termes de la suite sont simultanément dans [y et [, Or ces
deux intervalles sont disjoints (ils ne se chevauchent pas). Ce qui n'est pas possible.

Ceci prouve 'unicité de la limite.

Mustration ;
uq A
£ y I Comment, # partir du rang N,
d 3 tows les terma de la softe

E i pourralent-lls es eltver dans ces

£ - &
deon "hayaux” 7

a M Ny H

Suites implicites. en terminale



Exercice : Etude d'une suite définie de facon implicite

Pour tout entier n = 2, on considére la fonction polynéme P, définie pour tout x = B, par :

i

Pix) = Zx* =1

k=1
1. Etudier, pour tout n = 2, le sens de variation de P, sur B, et préciser P(0) et P(1).
En deduire que, poar n = 2, P, admet une unique racine @, dans |0, 1[. (On donnera la valeur exacte de ;)

2. Démoentrer que pour tout n = 2 : P <l

En déduire le sens de variation de la suite (a,,). La soite (o) converge-t-elle 7

3. a. Démontrer que pout tout x# 1, ona:

nEl
e o il 2
x—~1
En déduire que pour tout n = 2 ait— 20, +1=0

b. Justifier, pour tout n = 2, les inégalités snivantes :
Op<itp<l
O0<2a,—1< az*i

¢. En déduire la valeor de la limite de la soite ().

CORRECTION



I. La fonction P, étant polynomiale, elle est dérivable sur | et pour tout x & R

i3

ACED N

k=1
On a donc : P >0 sur B
Doir : P, est strictement croissante sur B,

(La stricte monctorie sir B, découle du fait que la dérivée ne fannule qo'en un seal point sor B,)
De plus, £, est continue sur B, et pourtoutn =2, ona:
PP (L1=-1x(n—1)<0
On en deduit (théoréme de bijection appliqué a F, sur ]0, 1[) gque F, admet une unique racine @, dans ]0, 1.

Etude ducasn=2: on a alors pour tout x & [ :

Pox)= x*+x-1

-1-5 -1+5
2

<0 et
2

Les racines de P; sont : e ]0, 1]

_ ~1+45
2

On a done : s

2. Ona, pourtoutn = 2 :

n+l R
Pr(om)= Y @b -1= ) ok + ol 1= Pulcu) + ofi}
k=1 k=1
Or, Pry(y) =0 et @710, d'od : P (G} < 0
De plus, Fo(w,) = 0. Linégalité ci-dessus s'cerit

Po(dn1) < Prlaty)

Comme P, est strictement croissante sur B, il vient, pour tout n = 2 :

Suite récurrente auxiliaire. en terminale

Exercice : Etude d'une suite récurrente a l'aide d'une suite auxiliaire




Uy =Oe

Soit (#,) la suite deéfinie par : {1‘“1 s 3‘{;:’ pour tout n &Y

On pose v, =In (%‘) pour tout enticr naturel n.

1. Montrer qoe la suite (v,) est une suite géométrique dont on précisera la raison g et la premier terme vy,
2. Exprimer v, puis u,, en fonction de n.

3. Etodier la limite de i, lorsque n tend vers +oo.

CORRECTION

1. Pourtoutn = i, ona:

v,l+1:ln(u"+')zln -J—u—_“- =In Zn :-!-J.u[-l&';]:-l-vn
9 3 g 2 9 2
1

La suite (v,) est done géométrique de raison g = 5 Son premier terme est vo=In(e) = 1.

2. Om adone, pour tout n = A :

l LY
el
Or : = Ge'™
1 -
Doi1 u,‘=Ei'1'_t(ZJ
i Ce . 1
3 Ona: lim [—] ={} (snite geométrigque de Taison g = — = -1, 1[)
n=ri0 \ 2 A
D'on lim #,=9

Suite numériques et croissance comparée en terminale

Exercice n° 1 : suites arithmétiques et géométriques .

{U'ﬂ} de raison r=-2 et telle que U].U = 25;

1. Soit la suite arithmétique

a. Calculer UECL.
b. Caleuler 210 =U1+Ug+..+U7p

_1 _
— 2 et telle que VE_ .

0| el

2. Soit la suite géométrique {Vﬂ} de raison q

a. Calculer VE[:L.
b. Caleuter @ 9= V1TV otu+Vg,



CORRECTION

Exercice n° 2 : suites du type Un=f(n).

Calculer les limites des suites suivantes :

_da—l
Up= i+l
_ 3n—4
b__U'-”« — dn41

L Up=In(1+%)

d__Uﬂ = cos(%)

U, = sin(n;—r)

e.

Exercice n° 3 : théoréme de comparaison.

Calculer les limites des suites suivantes :

slnm

a__Un = 1—|—ﬁ
n-4-cos(Jdm)
b Un="r

Exercice n° 4 : croissances comparées.

Calculer les limites des suites suivantes en utilisant le théoréme des croissances comparées.

_n?
a_.Un_En
. 3" _p3

U T

Exercice n° 5 : croissances comparées.

Etudier le sens de variation des suites suivantes :

__n_
a. Uﬂ_n-Fl

, U =n—in(14n)

_ 1x3%....X(2n—1)
.~ M T XXX X2n

Exercice n°® 6 : récurrence .




Soit I:U.n:l la suite définie par

Up=2
JL"?’nE NUpt1=+yTpt2"

Démontrer par récurrence gue :

“a’ne [M,Uﬂcc:z‘

Exercice n° 7 : récurrence .

Soit I:U'ﬂ:l * la suite définie par

Up=34
{‘G’HE MW, Upyp1=200,—3"

Démontrer par récurrence que :

Wne N, U,=3-2"].

Exercice n° 8 : récurrence .

On pose :
T
Yne N¥ 5, =124224324  4n2= Z k2
E=1
5159,53,54.

a. Calculer

b. Exprimer 5 n+1 en fonction de S5 o,

c. Démontrer par récurrence gue :

vne NE 5, = nl:n-i-l}g:?n—l) .

Etude d'une suite numérique. en terminale

Exercice :



On considere la smte (u,) définie par :

Hﬂ = 3
2
U, pour n € I
1 n
1. Démontrer que. pour toutn € [%_ona -
0=u,=3
2. On considére la suite (v,) définie. pour tout n £ [ par :
w.—1
V=
i, +2

Demontrer que la suite (v,;) est géometrnique.
3. Exprimer v, en fonction de ». En déduire la limite de la suite (v,,).

4. En dédwire la hmaite de la sute (u,).

Bac-suites numériques. en terminale
Exercice :



Les deux questions de cet exercice sont indépendantes.

1. On considere la suite {i,) définie par :

tn =1 et, pour tout nombre entier naturel 7, 1y

On pose, pour tout nombre entier naturel #, vy = iy — B.

a. Pour tout nombre entier naturel 7, calculer 1,4 enfonction de ;. Q1
T
b. Démontrer que pour tout nombre entier naturel #, i, = -5 (5] + 6.

¢. Etudier la convergence de la suite ().

2. On consideére la suite ( w;,) dont les termes vérifient, pour tout nombre ent:
Rivtg =R+ 1wy +1 et tp=1.

Le tableau suivant donne les dix premiers termes de cette suite.

E Ry i fita fita ity firg g i

1 3 5 7 9 11 13

a. Détailler le calcul permettant d’'obtenir i .

b. Dans cette question toute trace de recherche, meéme incomplete, ou
sera prise en compte dans lévaluation.

Donner la nature de la suite {44, Calculer twsqgs.

Extrait bac - suites géométriques et arithmétiques. en terminale
Exercice :(Algerie)

Soient (Uﬂ}eitlivﬂ:l les suites définies pour tout entier naturel n par :

Up=9,Uni1=2U,-3,V,=U,+6

1.a. Montrer que I:Vﬂ-:l est une suite géométrigue a termes positifs .




Sn:ivk an:i:[rk
k=0 E=0

b. Calculer la somme en fonction de n et en déduire la somme en fonction
den.
. . /
lam 5 lam 5
c. déterminer n— 400~ R et mn—+too~ T

2. On définit la suite (W'ﬂ:‘ par W'n = Eﬂ‘vn pour tout entier n .

Montrer que la suite (Wﬂ:‘ est une suite arithmétique .

TE
Sn=>Y Wy
E=0

: I
Calculer en fonction de n et déterminer Eﬂm'ﬂ — +D0571
3. Calculer le produit o =VxV 1 XXV g o fonction de .,
En déduire Hmﬂ—iﬁ-copﬂ
Fonctions et suites. en terminale S
Exercice :

On considére la fonction f définie. pour x = B\ {1}. par:
fX=x+3+
x—1

On désigne par C; sa representation graphique dans un repere (O, i.7).

1. Déterminer les limites de f en —© ; en +0 ;. en 1 4 gauche et en 1 a droite.

2. Démontrer que la droite A d'équation y = x + 3 est une asymptote oblique a C; en +¢ et en —o.
3. Calculer la fonction dérivée f'de f. Démontrer que pour toutx = K\ {1} :

(x—4)(x+2)

f’(): o)
S

4. En déduire le tablean de variations de la fonction f.

:-.J‘l

Tracer. soigneusement. la courbe C; representant la fonction f avec son asymptote A.
6. Soit kun reel.

Discuter. selon les valeurs de k. le nombre de solution(s) de 'équation f(x)=Fksur E ' {1}.

Notion de suite. en terminale

Exercice :



Soient {U.njl une suite croissante et majorée

et I:Vﬂ:l une suite décroissante et minorée.

Les suites {U'ﬂ}e_t (Vﬂ} ont-elles nécessairement la méme.

Comportement asymptotique. en terminale

Exercice :Comportement asymptotique des suites géométriques

1. Démontrer l'inégalité de Bemoulli :
pour tout réel x positif et tout entier naturel », on a : (1-3— x)n =1+nx
2. Soit (,) une suite définie par @ u, = a avec a € R. Démontrer que :
e Siae]l;+oof alors (u,) est divergente (vers +co)
¢ Sia=1 alors (u,) est constante (donc convergente vers 1)
¢« Siae]-l;1[alors (u,)est convergente vers 0

e BSia e |—ow0;—1]alors (i) n'a pas de limite.

CORRECTION



1. Scit x € B,. On considére la propriété @ (n) définie pour tout n = f par :
@in): (l-P:Jr;I'l =1+nx

* Ona @(0) puisque (1 + x}c = 1+ 0x pour tout » & [,

s Montrons que, pourtout r & M@ @in) = pin+1)

Soit n = . Supposons g@(n) l:l-!-.r}n =1 +nx

Remarque : on peut &tendne
celte infgalita 3 x & |1, +o2]

Comme x> 0, on a anssi 1 + x> 0. En molipliant I'inégalité ci-dessus par (1 + x), on obtient :

(14 2)™" = (1 + )l + 1)
Or : l:l+:'r.:l::n:1-t-;m-:}:l+Ar-|-n.;t'+n.,1(2=1+(.:-1-!‘1);::+.ru':3
C‘mnmcnxz;sﬂ,ona: Q+ml+x)=1+(n+1)x
D'oir ; (1+x)" 21 +(n+ 1)

Cequi est @in+ 1)

Bilan : on a go(0) et pour tont nde f : o= pnsl)

Dene, pour tout nde i, ona: Pin)

(L) 2 1 +nx

2. Etude du comportement asymptotique des suites géométrigues.
+ Supposonsa e |1 ;4o Posonsx=a - 1. Alars x g |0 ; +aof.

D'aprés 'inégalite de Bermoulli

a'=(1+x"21+m

Or, lim 1+ nx =+, Par comparaison, on en déduit

Pl =
lim a&"=+0
P ==
La snite (u,) diverge donc vers 40,
o Sia=1, le rézultat est évident,
+ Supposons maintenant @ € |-1 ; 1[.
Sia=0, le résaltat est évident.
; |
Sia=# 0, posons ; a'= ial
a
Ainsi : a' ]l ;e
D'aprés le résaltat précédent : Im a"=+w
P il
Par passage a I'inverse, nous obtenons lim lal*=0
R=ie03
D'oi lim a*=90
I il

La snite {1} converge donc vers 0.

Série de Riemann. en terminale




Exercice : Séries de Riemann (hors programme)

In appelle "série” toute suite définie par une somme.

Les séries de Riemann sont les suites définies pour n € N par :

= 1
= —

[+
k=] k

Nous allons étudier le comportement de ces séries pour certaines valeurs entiéres de o.

ik
-

Démontrer que la suaite (i) est croissante. (Quelle que seit la valenr de @ € R)

Dans cette question, o= 1. On a dong :

|
uu = Z_
k=l k
(Cette série porte encore le nom d"harmonique")

a. Démontrer que, pour tout n & M :

1
o, = 5 + i,
b. En déduire que (u,) diverge.
Dans cette question, on suppose ¢ = 2. On a donc :
Sy
S k=1 k_g
a. Démontrer que, pour tout entier k£ = 2, ona:
1
F R

b. En deéduire que (i) est majorée par 2.
Pour o = 2, la sunite (#,) cst croissante cf majorce, donc convergente.

Dans cette question, on suppose & = 3.

Démontrer que (u,) converge.




CORRECTION

In appelle "série” toute suite définie par une somme,

Les séries de Riemann sont les suites définies pour n & " par :

Gy
i K
Nous allons étudier le comportement de ces séries pour certaines valeurs entiéres de a.
). Démontrer que la snite (i) est croissante. (Quelle gue soit la valear de o € )

l. Dans cette question, o= 1. On a donc :

(Cette série porte encore le nom d"harmonigue")

a. Démontrer que, pour tout n & B ;
Uz, & —+ U,

b. En déduire que (i,) diverge.

2. Dans cette question, on suppose @ =2. On adonc :

k=1
a. Démontrer que, pour tout entier £ == 2, on a:
W B
K k-1 k

b. En deduire que (i,) est majorée par 2.
Pour o = 2, la suite (#,) cst croissante ct majorée, donc convergente.

3. Dans cette question, on suppose ¢ 2 3.

Démontrer que (u,) converge.

Fonctions et suites recurrentes. en terminale

Exercice :



" o T Ie42
Soit [ Vintervalle [0, 1]. On considére la fonction £ définie sur | par f{x) = T
X+
1. Etudier les variations de fet en déduire que, pour tout x élément de L fx) appartient 4 1.
Fu,+2
2 On considére lu suite (w, ) définic par:  ng=0etu, = "—4
H,+

Monirer gque, pour tout . i, apparticnt 4 1,
O se propose d'éludier Ta soite (i) por deux méthodes différentes.

Premitre méthode
3. 4. Représenter graphiquement la droite & déquation ¥ = x ¢t la courbe représentative de f dans un repére orthonormal d'u
graphigue 10 cm.

b, En utilizant le graphique précédemt, placer fes points A A A et A d'ordonnée nulle et d'abscisses respectives g 1 u 3
[ ST

Qe suggére le graphique concernant le sens de variation de (i, ) et sa convergence !

(I=u, dw, +2)

(3 Etablir fa relation u, - u, = 2 el en déduire le sens de variation de la suite (0 ).
T

o Démontrer gue la suile (i, ) est convergente.

€. Prowver gque la limite L de la suite (i, ) vénfic L= (L) et calculer L,

Deuxiéme méthode
w, =1

Cin consideére la suite (v, ) définic par v, = .
k2

4. 4. Prowver que (v, ) est une suite géométrique de raison

| ra

b Caleuler v et exprimer v, fonction de n,
ol F.x,pfirm:r It en fonction de P puis en fonction de .
¢, En déduire lo convergence de la suile (i) el sa limile.

CORRECTION



I. fest défine dérivable sur [0 1], fx) = L, done f{x) = 0 done fest croissante sur [0 1]
{x+4"

Pour toui x de [0 110000 < /() <01 ) done % < fiixh< | done poor ot xde [0 1L Fixde [0 1]

r & La progriété est vrie pour =)

Muontrons que pour tout nde B la propriété est hénédiinine cesi-i-dire que pourtout nsie, € Lalors i, € 1
g€ Ldome dapres la question 1L fivg )€ loruga=Ffle, ddoncu, . e 1

La propriéié est héréditaire pour i + | done veaie pour toul i de TN

Eremigre méthods I
T b, A a poue cosrdonnées (e 0) i
Soit By le point de la courbe représentative de fdabscisse 6ig &5 L~
B a pour ordonnée v = flug b=, : .--“"'"f
0,8 o
Soi € le point de la droite d'équation v = x d'ordonnde i, )
€y apparticnt & la droite d'Equation v = ¥ done a pour absgizse x =y 0.7 /-’
B0t A ke point d'abscisse o | dordonnée i 0 ”
On construit de meéme B Cy . Aspuis By CyL Ay . pr™
o 1<
Apparemment 1o suite semble sirictement croissanie el parail converger
vers . aa
o8
3u, +2 -yl =y, 42
& Hgep—ilg= = L 02
u, 4 w4
" -
1 o
or{l—a .+ 2 == n) . +2
[
Ch=n, M, +2
AONE N0y =, = ._._._.,.!.J.J_.!...._._?. 0 ol 0F 03 04 05 06 0T 0F 09 |

i, +4
(l=u ) e, +2)

of B <n, = | done T >0 done wye ) = >0 Lasuite (w, )est stricloment croissanic,
My

Série harmonique alternée. en terminale

Exercice : Série harmonique alternée

m o gipl
Soit (S,) la suite définie, pour n = M par : S, = Z&
P

=1
Le but de cet exercice est de démontrer que la suite (S,) converge versIn 2.
1. Calculer 5y, S5, S5t 3;.
2. On considere les suites () et (v, ) definie par :
Up = Sp Bt V= S

Démontrer que ces deux suites sont adjacentes.



On note £ leur limite commune. Démontrer que ($,) converge aussi vers £.

3. Dans cette question, x & R,.

n 1_{_x}2n
a. Démontrer que : —x)f e —
q ;‘{ ) =
b. Soeit fla fonction définie sur [, par :
2n o aak-l
f)=In(1 +x) - Z(——Qk—‘k-
f=l

Calculer la dérivee f'de f et préciser son signe sur .. En déduire le sens de variation de f sur [,

Calculer f(0). En déduire que pour tout x = R, :

2n k1
Zu St
k=1 k

c. Démontrer par une méthode analogue a la question précédente que pour tout x = [, :

an+l _qhk-1 Uk
In(l + x) < Z': e

k=l k
d. En déduire que pour tout n € i :
U, =n2 = v,
Puis que : £=In2
CORRECTION
1. Ona: S-L:]_!S:_:l—l:irjszl—l.}.lzzntsd:l—i+l_l:_
2 2 2 3 (5] 2 3 4 12
v x 1
2, Oma, pour tout n € f4 3 Vi — Uy = Spg — 8= e ¥
% Uy = Sopniz = 5 4 i = 0 donc (#,) st croizsante
el = g = = = = s i
= T Sl Sndg
1 1 i
Vsl — Vo = Smpiny — So1 = — - = () donc (v,) est décroissante
n+2 2n+3

Cequi prouve que les suites () et (v,) sont adjacentes. Notons £ lear limite commune.

Fonctions et suites numériques. en terminale S
Exercice :




Moyenne arithmético-géométrique. en terminale

Exercice : Moyenne arithmético-géométrique

Soient aet b denx réelstelsque a > &> 0.
Soient (@) et (5,) les snites définies par ¢

a=a ; by=b
a +h
"U"HEN, (2.“.]=% ct -E?M]=‘JHHE?R

Démontrer que (a,) et (&,) convergent vers une meme limite.

CORRECTION

1l suffit de montrer que (a,)} et (5,) sont adjacentes.

2 2
@, +2ab +b
Pourtout n € I, on a : a3+1"53+1='_n_4"“&_£'-anbu

-5 \2
Diok: : (aml—bm)(amg+b,“t)=[a"2 J >0

Et comme (a,) et (&,) sont positives (faire une récurrence), il vient, pour tout n = N

Suites numériques et représentations graphiques . en terminale
Exercice :



On note (tn nen la suite définic par up = 0 b Ug+1 = tin +2n — 11
1. Caleuler les six promiers tormes de eotte suite.
2. On o roprésmie ci-dessons o tormes de o suite dons un ropéro of traed une courbe qui passe par cos points

o} /

=

L

56 4

T =

-

Faire une conjocture sur 'expression de la fonction représentée par cotto courhe pris sur U'expression de u, on
fometion de n.
3. Démontrer la conjecture de la guestion précedente sur Uexpression de wy en fonetion de n.



CORRECTION

On note (u, )pen la suite définie par ug =0 et w41 = u, +2n — 11
1L upg=0;u1=—-11; ue = —20; ug = —27; ugy = —32 et u5 = —35

2. La conjecture est : u,, = (n — 6)° — 36

3. On note (P,,) la propriété : u, = (n — 6)% — 36
Initialisation :
g =0

(0—6)2—-36=36—-36=0

done (Py) est done vraie,

Caractére héréditaire :

On suppose que (P est vraie et done que uy, = (k — 6)° — 36

Alors ug g = ug + 2k — 11 = (k — 6)* — 36 4+ 2k — 11 = k* — 10k — 11
de plus (k+1-6)° —36 = (k —5)° =36 = 4% — 10k — 11

done upyq = (k+1—6)2 —36

done (Ppey) est vraie.

Conclusion :

On a montré que (Py) était vraie et que si (Pr) est vraie alors (Pryq) Uest aussi.
Done pour tout n € M., P, est vraie done u,, = (n — [i}2 — 36

Suite linéaire. en terminale

Exercice : Etude d'une suite récurrente linéaire d'ordre 2

Considérons la suite (u,), définie pour tout n & M, par :

Hni-

o
b

Démeontrer que pour tout n € 4 ; =2

|
CORRECTION



On considére la propriété g, définie pour n & M, par :
@(n) : pour tout entier m < n, u, = 2"
e Commeiuy=letu;=2 ona g@(l).
» Montrons que, pour tout n = 1 : @)= wn+l)
Soit n = 1. Supposons g@(n):  pour tout entier m < n, 4y, = 2"
Alors : gt =5 X2 =622 =10 %2 - 6% 2 =4 x 2" = 2™
Dot go(n+ 1).
Bilan ;on a gz(l) et (pourtout n € B, g(n) = g@in+ 1) Jdoncon a: gn), pour tout n € N d'olr ;

pour tout entier m, i, = 2"

Exercice 7 Moyenne arithmético-géométrigque
1 suffit de montrer que (a,) et (b,) sont adjacentes.

2 2
a,+2ab +b
Pourtout n & 4, on a : :IZ'H = T T AT

kL = e aﬂb"’

i 2
Diois : b= B By = [“" - % ) >0 1)

Et comme (a,) et (&,) sont positives (faire une récurrence), il vient, pour tout n i



