1.1 L'H6pital 3 fois de suite

Soit la fonction f(x) suivante

Y 4+ ot

2

Bu
flx) = 22—
Ze 4+ 3w+ 1

CORRECTION

4 2
Lim Ea7 + 4~ + =

Wo— O EHS + 3= +

oo + 400 + 00 + 2
2o 4+ 360 4+ 1

4 ce stade, si vous remplacez x par l'infini,

vous allez de nouwveau obtenir 1a forme

indéterminge =2
o)

C'est pourquoi nous appliguons 'Hépital pour
la deuxigme fois

Mame remarque. Mous appliquons donc
I'Hospital pour la troisieme fois

Lim et r w4 ow o+ 2
W= o0 2xd + 3 o+ 1
)
Litn (5><4+ 4w+ om o+ 2) _
r =
R 00 {(2xd 4+ o3m o+ 1)
2087+ 8x 1
W= G0 6% + 3
Li {EDHS + Bx + 1}r
11T =
% — 00 (6x? + 1)
Lim  80%% + B _
W= O 12% -
L (802 4 @)
M= OO (12x)
10
Lirm LI
w00 2T
Lim 10 = 10 oo

W D



1.2 Limite gauche et limite droite
Soit la fonction f(x) suivante

24 - 5
fixh = — -

On vous demande de calculer la limite de cette fonction pour x tendant vers 2.

CORRECTION

28 - 5
W— 2 w2

2.2 -5

= —_1 = +|:|I_,|—0-c;}?
2-z 0

Remarquez qu'il est difficile a ce stade-ci de dire si le résultat sera plus I'infini ou moins
I'infini. Pour résoudre ce probléme, nous allons faire un tableau de signe. Dans notre
tableau de signe nous étudions la valeur du numérateur et du dénominateur

de f(x) comme suit :

X 2 572
zx_S - - - |:| +
x-2 - 0 + + +
2x -5 + - ] +
f(x) = ———
(x) —

Cette barre indique un résultat
"impossible",

En effet une division par zéro produit
un résultat infini, c'est-a-dire un
reésultat qui sort de 'ensemble des
nombres reels,

Nous répertorions par ordre croissant, dans le tableau de signe ci-dessus, toutes les
valeurs de x qui annulent le numérateur et le dénominateur de f(x) (respectivement x =
2et x = 5/2). Ce tableau de signe nous permet de constater que le numérateur 2x-

5 de f(x)est néqgatif si x est inférieur a 5/2, nul si x = 5/2 et positif si x est supérieur

a 5/2. Tandis que le dénominateur x-2 est négatif si x est inférieur a 2, nul si x = 2 et
positif si x est supérieur a 2.




Grace a ces informations nous pouvons a présent étudier le signe

de f(x) puisque f(x)résulte de la division du numérateur par le dénominateur. Nous
savons donc maintenant quef{x) est positif si x est inférieur a 2, "impossible" si x = 2,
négatif si x est compris entre 2 et 5/2, nul si x = 5/2 et positif si x est supérieur a 5/2.

Précisons davantage les choses : en x = 2, la fonction présente une asymptote verticale.
A gauche de cette asymptote la courbe monte vers plus l'infini et vient froler I'asymptote
verticale sans jamais la toucher. Cette information nous est donnée dans la derniéere
rangée du tableau de signe, par le signe "+" a gauche de la barre. Tandis gqu'a droite de
cette asymptote verticale, la courbe descend vers moins l'infini et vient également froler
['asymptote verticale sans jamais la toucher. Cette information nous est donnée dans la
derniere rangée du tableau de signe, par le signe "-" a droite de la barre.

Nous pouvons d'ailleurs visualiser ce comportement asymptotigue en x = 2 a l'aide
dugraphique de la fonction.

Lorsque x tend vers 2 parla
gauche, alors ¥ ou f{x) tend
vers +infini

LG = +co

F(x)=(2%x-5)/(x-2)
Asymptote

1
— 1
|
|
=0 I
|| Lorsque x tend vers
| | 2 parla droite, alors
T3 1’1 ¥ ou f(x) tend vers
i —infini
+-4 : LD = - 00
1

Réponse finale :



Nous pouvons a présent conclure gue la limite de la fonction f(x) n'existe pas. Cependant

il existe bien une limite gauche (LG) et une limite droite (LD). Ces deux limites
s'expriment comme suit :

Lirn 2% -5 5 La limite "tout court"
w— 2 w-2 n'existe pas :
LD = Lim ex-5 _ 1 _ oo o
P W= 2 ] Mais il existe

bien une limite
gauche L5 et
une limite droite

. 24 - & -
LE = Lim H— = —1=+¢><_';. LD
x—>@' W= 2 ]
y
LD:

Le petit "+" au-dessus
du 2 indique que l'on
tend vers 2 en venant
de la droite, donc en
wvenant des ® positifs

LG

Le petit "-" au-dessus du 2
indique que l'on tend wvers 2
en wenant de la gauche,
donc en venant des =
negatifs

Retenez une chose, nous pourrons dire que la limite "tout court" existe seulement si LD
= LG, c'est-a-dire seulement si la limite gauche est égale a la limite droite. Ce gui n'est
pas le cas ici.

Quand faudra-il faire un tableau de signe et calculer cette LD et LG ?

Lorsque dans le calcul de la limite suivante,...

Lim f{x) =
¥4

...une mini variation de la valeur de x respectivement au-dessus de a (genre x = a +
0,0001) et en dessous de a (genre x = a - 0,0001) produisent 2 résultats différents lors
du calcul de la limite. Un peu d'intuition est nécessaire ici. C'est pourquoi en cas de
doute, vous pouvez toujours calculer la LG et la LD a |'aide du tableau de signe. Si vous
obtenez LG = LD, alors vous pouvez conclure que la limite "tout court" existe

1.3 Lever l'indétermination par factorisation

Soit la fonction f(x) suivante



z
®S - 8x + 16
flx) = ——;
we - 16

On vous demande de calculer la limite de cette fonction pour x tendant vers 4.

CORRECTION

Lirm =
. | wZ - 1A
2
4 - B 4 + 16 0
4 - 1a .

Nous obtenons la forme indéterminée 0/0.
Pour lever cette indétermination nous pourrions utiliser la régle de I'Hopital.
Cependant je vous propose d'utiliser la factorisation par identité remarquable histoire

de varier les plaisirs (tableau récapitulatif des techniques pour lever
I'indétermination).




- ex 18D
ko4 k- 18D

Mous savons gque
o2 - 2pp +B° = (a-B)

Il est donc évident que

Mous savons que

82— 8% = (a-B) (A +E)

Il est donc évident que

wS - Bu+ 16 = %2 - 15 =
w2 - g+ 4% = w2 - 4 =
(% - 4 (% - 4) . (% + 4)
L
:
wo- 4
B 4 M-(x+4}
. W - 4
Lim =
w— 4 ®+ 4
4-4 _ 0 _
4+ 4 =

1.4 Multiplier "haut et bas" par les trindomes conjugués

On vous demande de calculer la limite suivante :

CORRECTION




Litn
H— B8

i]?—z B
3‘\.3H+3 -3

3
\JEI—E
3
W3-8 + 3 - 3

2-2 o
3-3 0

Il faut lever cette forme indéterminée. Nous pourrions le faire par la régle de I'Hopital.
Cependant je vous propose de lever l'indétermination de la limite en multipliant "haut et

bas" par les quantités conjuguées du numérateur et du dénominateur.

Lirm
w— B

i]?—z B
3\3x+3 -3

S R R R O
‘]

T (e - () v 2 v

Lirm (ﬁ]T)E - 2

S (e ) [ o8 e 2]

Identité remarquable
(6 + 8B + BEYy-fa-BY = A
Le trindme conjugué de (4 - B)
(42 + 4B + BY).

Multiplions "haut et bas" parle

trinbme conjugqué du numérateu

Dians notre exemple,
3
(& -BY =¥ - 2

et son trindme conjugué est

(a5 + 4B + BT) =

(Y + 2w 4 22

Nous allons maintenant multiplier "haut et bas" par la quantité conjuguée du

dénominateur



. [(W)S-ES]'[(B\JSX+3)E+W-3 +32]
A G Ea R G el MR ETar IR NS I |6 0 BN F

it
' 2 ™
Trindme conjugue de(\Ex + 3 —3)
d'ou (S‘xle + 3 —3)'[(3\]3x + 3 ::'2+ 3"-.3>< + 3 -3 + 32] =
<
(U +23) -3 -

3w - 24

Lirm
¥— 8

[x—B]-[(‘S\Jm)2+ 3-m+9]
G243 (W) + 2%+ 4

M[(m)2+ B-ﬂm +9]
2o () 2w+ 4]

Lirm
Ww— B

A présent que nous avons simplifié la fraction en supprimant le facteur (x - 8),

I'indétermination est levée et nous pouvons calculer la valeur de la limite en remplagant
tous les x par 8.



(3\3x+3)2+ 3-3\3x+3 + 0

Lirm =

0 [ v 2 v 4]

(zara)+3-Uzera +o
3-[(%]2 + 2‘?\]? + 4]

3 - 3
g+ g +\9\
4+ 4+ 4

1.5 Calcul de limites et trigonométrie
Calculez la limite suivante :
sin{5x)

Lim —
R0 sinf2x)

CORRECTION

Si vous essayez de résoudre la limite de [sin(5x)] / [sin(2x)] pour x tendant
vers Odirectement en remplacant x par 0 vous obtiendrez la forme indéterminée 0/0.
Vous allez donc devoir lever cette forme indéterminée par un artifice de calcul.

Avant d'essayer de lever l'indétermination remmettez-vous en mémoire les formules de
base du calcul de limites de fonctions trigonométriques.




sing5x)
Lim _— =
#—= 0 sind2sx) Mous multiplions "haut et bas"
par les arguments de nos deus

SinuUs, & savoir B et 24

. SiNCERY) - Sw - 2w
Lirmn =
n—= 0 sin(Zx) - Sx - 2x

sing 5
|_|r'|"| —( } - 5}{ . E—K - i —_
s— 0 Ex sin{Zxy 28

Or nous savons que la limite d'un produit est égale au produit des limites :

Lim(a. b) = Lim(a) . Lim(b) d'ou

Gm S oL lm 1
s—0 B w— 0 Sin(2x)  2M
sin( 5y . .
Lirm L . Lim =% Lirm 5—§*‘
w—0 Sn w— 0 Sin(2x) w— [ gg,i
[ Fewvoir ses formules de base
1.1 - pour le calcul de la limite d'une

fonction trigonométrique telle
qu'un sinus par exemple

Regardez |le graphique de la fonction f(x) = sin(5x) / sin(2x)




?{x}={sin{5*x}}f(sin{2*x}} Y
44
+3
+1
-4 -3 - -1 1 3 4 B
l l l l l l l l
| | | | | |
+-1
T2
—=3
-4

La fonction n'est pas définie pour x = 0. Il n'existe donc pas de point sur la courbe en x
= 0. Il y a donc un trou.sur la courbe en x = 0. Cependant on voit trés clairement que

1.6 Infini moins infini sur infini c'est jamais bon !

Calculez la limite suivante :

]
. wW - 22 4+ 10
Lim

—o0 Bx? 4+ 3w -2

CORRECTION



. w? — 2w + 10
Lim - =
M— (0 Gw® 4 3w - 2

0::-3—200+1D G - O

Soo® + Joo - 2

Il s'agit d'un cas indéterminé que nous allons lever par un artifice de calcul. Je vous
propose de mettre le terme du plus haut degré en facteur.

. w? - 2w + 10
Lim - =
Mw—s o0 Bx2 4+ 3w -2

Lirm # =2
W— 3 2
- 73'(5+_2'ﬁ)

2 10
. S ]
Lirm —
542 - =
e w3
2 10
1- = 4 —
oo oo _
g 2.2
oo o0
1-0+0
— = L = qe
E+ 0-0 5

Regardez le graphique de la fonction : (tracé avec notre calculatrice scientifique en

ligne)




PO =(x"3—2%x+10} / {5xx"3+3%x—2)

dsymptote horizontale

Remarquez que La fonction comporte une asymptote horizontale en y = 0,2 ou y = 1/5.
En effet, a mesure que xtend vers l'infini, la courbe tend a devenir une droite horizontale
passant pary = 0,2

He bien_voila! En calculant la limite de la fonction pour x tendant vers l'infini, vous venez
decalculer I'équation de l'asymptote horizontale a la courbe. Cette égquation est y = 0,2

1.7 Sortir un x* d'une racine comporte un piége

Calculez la limite suivante :

. \J><2 -7
Lim -

w—s + 00 3x+ 5

CORRECTION



. we - 7
Lim _ =
w— t o0 3+ 5

Noo? - 7 {(-oor -7

3o + B S.f -00) + 5
&2 forme
o indétarminge .
\| ot = 7
- B
e forme
et indéterminée

Nous avons remplacé successivement x par +infini et par -infini. Dans les deux cas nous
obtenons une forme indéterminée que nous allons lever.

Lirn _— =
W— T oo dn+ 5

B OO B -0
z
Lirm #oo 7 _ Idem.
wo— oo 3%t D _ -
les trois premigres
lignes de calcul sont
2 ~ o pareilles pour
Lirn \l kT A-TT) _ tendant wers plus et
¥ 00 w3+ 5ox'l) vers mains l'infini.
. wl =W 1 - T E
Lim i =
W D H'{3+5-H_1}

Avant d'attaguer la suite de la résolution, relisez absolument le rappel mathématigue
suivant : comment calculer la racine carrée de x> ?




Pourguoi v a-t=il un " ="

devant le » 7

W1 - 7w e
. A1 - 7w - Lirn — - =
W =+ 00 03+ 5wy - R m00 (34 ST

Lirm =
Mo— oo (3 4+ .y

22
[1-7.42 Lim i s -

1- 5 | N
le “ _ LI _— =
- - )
8 — + 0 {3+%} B (3 + 5
7
7 1-
1- %5 - - (- oo)’ -
5 B g a
(3+35) (3+—05)

1.8 Le terme du plus haut degré en facteur

Calculez la limite de la fonction f(x) = 9x% - 2x + 1
pour x tendant vers +infini ainsi que vers -infini.

CORRECTION

° Calculons d'abord la limite de f(x) = 9x? - 2x + 1 pour x tendant vers +infini.

Remplacez x par infini et vous obtenez: infini - infini.

Pour lever cette forme indéterminée, je vous propose de mettre le terme du plus
haut degré en facteur (donc le x?).

(Note: le symbole * est le symbole du fois, c'est-a-dire de la multiplication).



Lim 9x? - 2x + 1 pour x tendant vers +infini =

Lim x**(9 - 2/x + 1/x°) pour x tendant vers +infini =

infini*(9 - 0 + 0) =

infini.

° Calculons ensuite la limite de f(x) = 9x° - 2x + 1 pour x tendant vers -infini.
Lim 9x? - 2x + 1 pour x tendant vers -infini =

9*(-infini)? - 2*(-infini) + 1 =

infini + infini =

infini.

Regardez ci-dessous le graphique de la fonction étudiée (tracé avec notre calculatrice
scientifique et graphique en ligne : grapheur.cours-de-math.eu)

Flx)=9xx"2-2=x+1

= =
Lorsque x Lorsque x
tend vers tend vers
—infini, +infini,

vers le haut et
doncy tend lui
aussi vers +infini

vers le haut et
donc y tend vers
+infini

Tla courbe file Tla courbe file




Vous pouvez voir que dans les deux cas, lorsque x tend vers plus l'infini et vers moins
I'infini, y tend toujous vers l'infini.

1.9 Factoriser une équation du second degré

. 1 2
Lim -
w—s1 lx2—3x+2 H'll
CORRECTION
1 Z
Lim - =
w—s1 w?odw o+ 2 #-1
1 2 _
2 _ 1-1
1 3+ 2
i - i = O = GRD
o o

Nous nous retrouvons coincé avec la forme indéterminée infini moins infini. Nous vous
proposons de lever l'indétermination en factorisant le dénominateur.




Lirn

Rappel :
Soit I'équation geneérale d'une parabole
W= axd+ by +c

Cette éguation peut aussi s'écrire
sous sa forme factorisee

axl+bx+c = a-(-w deo(n-n)
Comment calculer woet w7
]
. -b -4 b"- 4 ac
2a
My = —b+\]b2—4a|:
Za
Dans ®%- 3% + 2
a=1
b =-3
c==2
% =3-M8-4-1-2
2-1
Hp = 3FNI-4-1-2
Z-1

dol x2-3x+ 2 = 1-(x-1)-(x-2)




1 2
Lirm - =
2 —1 l{x—l}(x—?} H‘ll

. 1 2 (% -2

Lim - =
%=1 l (% - 13(x - 2) (x - 1)(x - 2) ]
Lim 1- 2(x-2) _
w—1 (= 1)(x - 2)

Lirn L -2x _

x—1 (% = 1(x - 2)

E-2-1 _

(1-13-(1-2)

3
[ = [ets]

o-0-13

En calculant cette limite nous venons de vérifier gu'il y a bien une asymptote verticale

en x = 1. En effet, lorsque I'on s'approche de x = 1 la courbe file vers le haut (vers
I'infini) et tend a se rapprocher d'une droite verticale d'équation x = 1. C'est |'équation de
['asymptote verticale.

Regardez sur le graphique de la fonction étudiée : (tracé avec la calculatrice scientifique
et graphique en ligne : tracer un graphique en lignhe)




s
h{x)=(1/(x"2-3=x+2}) — {2!{)(:1} )

T2 Asymptote

1.10 Multiplication par le bindome conjugué

Lirn \]x2+6x+1 - ¥

W— T o0

CORRECTION

Pour calculer la limite suivante :

lim vVa2+6r+1—un

o=k oo

Nous allons séparer le calcul en deux parties. Dans la premiére partie nous calculerons la
limite de cette fonction pour x tendant vers +infini. Tandis que dans la
deuxiéme partienous calculerons la limite pour x tendant vers -infini.



Pour x -> +infini

lim va24+6r+1—0=

I = 20

Nous obtenons une forme indéterminée qu'il va falloir lever par un artifice de calcul.
Nous allons procéder en multipliant le numérateur et le dénominateur (qui vaut 1) par le
bindme conjugué.

Le passage a la ligne suivante se fait en utilisant le produit remarquable
(A-B) (A+B)=A>-B

. |I 12 + bOa + ].]I2 — a2
limn = =
r—++x W+ 0r+1+x
:i'z — G — 1 — :i'z

lim = -
e+ Vs 4+ 0+ 1+

) b -+ 1
litn -
=+ g2 4+ 6+ 1+

Si je tente de remplacer x par +infini a ce stade-ci, j'obtiens la forme
indéterminéeinfini/infini. Je vais donc continuer mon travail pour lever ce cas
d'indétermination en mettant le terme du plus haut degré en évidence.

] X (6+z ")
limn —
x — +00 \/;1:2 X (1+6z'+22) +x

Pour passer.a la ligne suivante il faut bien comprendre comment sortir un x> d'une
racine carrée. C'est plus compligué gu'on ne le croit.

. r x (6 + :3'_1]
lim = =
T+ oo |:3'| = \//1 +6x Y+ 24

Orici x > 0 puisque x tend vers +infini d'ou on peut dire que |x| = x (plus d'explications
surles valeurs absolues).

. X (6+a27")
lim = =
e o0 g x (V14627 F 272 1)

Je simplifie en divisant le numérateur et le dénominateur par x et j'obtiens :




] b+ :3'_1
lim = =
N

Je remplace tous les x par +infini :

6+ —

Vit S+ o+

b+ 10

Vv1+0+0 +1

Pour x -> -infini

Pour x tendant vers -infini, le calcul est trés différent et la réponse |'est tout autant :

lim yr24+b6r+1—2 = yVx—oc+1 + ¢

T — —0

Nous obtenons encore un cas d'indétermination gue nous allons lever de facon un peu
différente.

lim || x V14+bz 1422 —2 =

T — —0

Cette fois-ci x < 0 puisque x tend vers -infini d'ot on peut dire que |x| = -x (plus
d'explications sur les valeurs absolues).

lim — % (V1+6e1+02 +1) =

T — —an

Maintenant je vais remplacer tous les x par -infini.

~(—o0) X (1 + — + —

oo (—o0)?

+1) =

o x(VI+0+0+1)=

o0 X2 = o0

Pour conclure, lorsque x tend vers +infini, la fonction tend vers 3.

Tandis que lorsque x tend vers -infini, la fonction tend vers +infini.

Observez le graphique de la fonction :




On voit trés bien sur ce graphique gue lorsque x -> +infini, la courbe tend a se
rapprocher d'une droite horizontale gui coupe |I'axe des y en 3. Par conséquent, en
calculant la limite pour x tendant vers +infini, nous venons de confirmer gu'il existe une
asymptote horizontale d'équation y = 3.

Tandis que lorsque I'on se dirige vers des valeurs de x négatives, on voit gue si x -> -
infinialors la courbe file vers le haut, c'est-a-dire vers des valeurs
de y tendant vers +infini.

Nous avons ainsi vérifié nos calculs graphiquement et nous sommes satisfait du travail
réalisé.

1.11 Le trinOme conjugué encore une fois !

. 3 3
Lim -2 - %+ 5
o Lt

CORRECTION

3 3
Lim Wow - 2 - \JH+5 =

o Lt

3 3
\]00—2 —\]o<3-+5 =

3 3
\IO-O—\JG'O = @ - D

En remplagant x par infini nous obtenons le cas indéterminé infini-infini. Nous allons
lever ce cas d'indétermination en multipliant le numérateur et le dénominateur par le
trindbme conjugué comme nous l'avions déja fait dans I'exercice 1.4.



Litr
Mo O

W= 2 - A =

Mous connaissons le produit remarguable suivant

(8% + 8B +BEY. (A -B) = a°-p°

Si nous posons

Alors nous pouwvons dir

3

[(3'\?:-2 )2 + M-z -§\Jx+5 + (3M|x+5j2}-(%-,]x—2 —ijx+5)

3 3
(Ve-2 07 - (Nuvs )’

AN




Wo- 2 - %+ 5
Lim =
W 3 1
3 = 3 3 3 . 3 3
[(\x—zj + Wr-2 - Nw+s o+ (\x+5)}'(\J><‘2 - Jx+5j
Lim

RTEOO [(SMH—E )2+ i]x—z -é\,]x+5 + (3\|x+5)2}'1

(lex—z - (3xx+5 )
3

e [':3\]:]2+ e -§\J><+5 + (3\]H+5j2}

Lirn

_ (x-2) - (x+35)
Lim

W= O [(S\JWJE.F i]{x-g)-{x+5} + (3\H+5)2:|

-7

[(Sxx—2)2+ 3"~><2+3><—1EI + (3xx+5)2}

Lirn
M O

-7

[(3“\0-0-2)2+ 3\10-0—10 + (3\]0-0+5)2}

-7

(o + o + ()]




Observons le graphigue de la fonction étudiée :

On voit clairement sur ce graphe que lorsque les valeurs de x deviennent trés grandes,
c'est-a-dire lorsque x tend vers +infini, la courbe se rapproche de |'axe des x pour le
longer, pour le fréler, pour s'en rapprocher mais sans jamais l'atteindre. Or sur |'axe

des x, la coordonnée y vaut toujours zéro. Et en effet, notre calcul de limite nous montre
que la fonction tend vers 0 lorsque x tend vers +infini. Nous venons ainsi

de calculer I'équation de ['asymptote horizontale. Cette équation est y = 0.

1.12 Limite d'une valeur absolue | x|

%]

Lim —

w=0 "

CORRECTION

T ki A 1| B
P b ] Q

Nous obtenons le cas indéterminé 0/0.

Remarque importante : ici nous ne pouvons pas utiliser la régle de

I'HOpital car |x| n'est pas dérivable autour de 0. En effet la fonction f(x) = |x| présente
une pointe, ou encore un angle en x = 0 (cliquez ici pour visualiser la courbe f(x) =
1x1). C'est-a-dire que la pentede la fonction | x| passe brutalement d'une pente négative
a une pente positive au point x = 0. Toute fonction qui présente cette caractéristique en
un point (ici en x = 0) n'est pas dérivable en ce point.

Par contre on peut commencer par faire un tableau de signe pour étudier sur quelles
valeurs de x la fonction est successivement positive et négative.



X
Tableau de signe pour  f(x) = u

H
X - 0 +
x| | + 0 +
| x]
~ - +

'@
Cette barre indique un resultat
"Impossible". ‘ ‘

En effet une division par zéro produit
un résultat infini, c'est-a-dire un ‘
resultat qui sort de I'ensemble des \

nombres réels,

ev ren x = 0. En effet,
e 0 ne peut jamais se

us permet de savoir que
que pour x > 0, le signe de la

Dans ce tableau, la barre verticale indique qu'i
zéro est hors du domaine de définition de
retrouver au dénominateur d'une fraction.
pour x < 0, le signe de la fonction |x|
fonction |x|/x est positif.

Cette information est d'une imp - et, cela veut dire que la limite
de|x]|/x pour x tend vers 0 es ente si vou us approchez de x = 0 en venant par
) la, calculons cette limite ...

Calcul t de uche, c'est-a-dire qu'on s'approche de x = 0 en

la limite en v
s x né :




s

Lirn

* ‘

w0
En effet, rappelez-vous ce que nous avons
appris sur les waleurs absolues.
Si nous venons des x négatifs, alors x| = -«

Li -A puisque |%| doit toujours renvoyer un

m W. | résultat positif

w— 0 H '

Lim 1 =

H— 1

Lim -1 = -1

M=

Lirn =
Limite droite : X—}&D

Calcul de la limite en venant de la droite, c'est-a-dire qu'on s'approche de x = 0 en
venant des x positifs :

# |

Lim — =

x—bE|+
Rappel . waleurs absolues,
Si nous wvenons des « positifs, alors |=] ==
puisque |=| doit toujours renvoyer un

Fy resultat positif,
Lim _— =
w—0" ks
. 1

Lim — =

vt 1

Lirn 1 = 1

><—>|:|+

La limite gauche = -1 tandis que la limite droite = 1.

Lorsque la limite gauche et la limite droite ne sont pas égales, on dit que la limite
n'existe pas. Par contre il existe bien une limite gauche et une limite droite.

Observons a présent le graphique de la fonction f(x) = |x|/x :

On voit trés bien sur ce graphique que la fonction a pour valeur -1 partout a gauche de
|'axe des x et +1 partout a droite de |'axe des x. Par contre, en x = 0, la fonction




présente un saut. C'est-a-dire gu'il n'existe pas de valeur de y pour x = 0. Et il n'y a donc
pas de point sur la courbe en x = 0.

Cependant, si I'on se positionne un tout petit peu a gauche de I'axe des x, la fonction
vaut-1. C'est la valeur de la limite gauche gue nous sommes entrain de vérifier
graphiguement. Et si I'on se met un tout petit peu a droite de I'axe des x, la fonction
vaut +1. C'est la valeur de la limite droite que nous venons de vérifier sur le graphique.

1.13 Déterminer une limite graphiquement
Soit la fonction suivante

w? -1
() = ==

On vous demande d'utiliser notre pour visualiser cette fonction dans la fenétre suivante :
Axe des x : de -5 a +5.

Axe des y : de -100 a +100.

Apres cela, répondez aux questions suivantes :

a) Déterminez graphiquement la limite de cette fonction pour x s'approchant de 2 par
lagauche. Et la méme chose lorsque x s'approche de 2 par la droite.

b) Déterminez mathématiquement (par calcul) les valeurs des limites obtenues en a),
c'est-a-dire :

X 2% -1
I
W—2 ®-2
3
. A |
Lim _—
w—zt R-2

c) La limite pour x -> 2 existe-t-elle ? Si oui, que vaut-elle ? Si non, pourquoi ?

CORRECTION

Soit la fonction suivante

wd -1
fx) = S



On vous demande d'utiliser notre machine a calculer graphique en ligne pour
visualiser cette fonction dans la fenétre suivante :

Axe des x : de -5 a +5.
Axe des y : de -100 a +100.
Apres cela, répondez aux questions suivantes :

a) Déterminez graphiquement la limite de cette fonction pour x s'approchant
de 2par la gauche. Et la méme chose lorsque x s'approche de 2 par la droite.

Le graphigue montre clairement que si un petit bonhomme se balade le long de la courbe
en venant de la gauche, c'est-a-dire des x négatifs, et bien lorsqu'il arrivera a proximité
de x = 2, le petit bonhomme sera précipité dans une chute vertigineuse vers le bas
(pléonasme,... je sais), c'est-a-dire vers les y négatifs. Nous pouvons donc dire que la
limite gauche de la fonction vaut -infini. En langage mathématique ca donne ceci :

. . x3 -1
Limite gauche = Lim ~-2 - 2]
W=z

Maintenant si le petit bonhomme décide de se balader le:long de la courbe en venant de
ladroite, c'est-a-dire en venant des x positifs, et-bien lorsgu'il arrivera tout prés de x = 2,
le petit bonhomme s'envolera soudainement vers les cieux, c'est-a-dire vers

les y positifs. Nous pouvons donc dire que la/limite droite de la fonction vaut +infini. Ceci
se traduit en language mathématigue par:

o . . w? -1
Limite droite = Lim —_— = 0
+ W= 2
W—Z

b) Déterminez par calcul les valeurs des limites obtenues en a) :

Soit f(x) = (X° - 1)/(x - 2), pour calculerla limite de cette fonction lorsque x -> 2.l
fautavant toute chose remplacer x par 2. Le probléme si vous faite cela, c'est gue vous
allez obtenir (8 - 1)/(2 - 2) = 7/0 = +infini. Ce qui n'est pas tout a fait juste.

Pour obtenir la réponse correcte et compléte, il faut faire un tableau de signe :




H 1 + 2 +
®¥I-1| - o |+ + +
w-21 - | - | - 0 +
3
-1
fitxy = + ] - +
(%) -
ke
Cette barre indique un résultat
"impossible",

En effet une division par zéro produit
un résultat infini, c'est-a-dire un
reésultat qui sort de 'ensemble des
nombres reels,

ar &: c'est-a-dire un

Dans ce tableau de signe, la barre verticale indig
j ment savoir dans

résultat infini. Cependant ce résultat peut étre
quel cas sommes-nous ? Regardez le signe re, cela signifie que
la fonction est de signe négatif, le résultat our la limite gauche.

Méme raisonnement pour le signe plus a dr e, nous pouvons donc conclure
que la limite droite vaut +infini.

la

Nous venons de confirmer par calcul

1.14 Limite imite droite encore une fois !

. el -
Lim _#°+3x-2
Wz (- 2}2

CORRECTION



. _a2 _
Lim _#-F 3% -«

W—Z (x - 2}2
~4+e-2 — 9 forme indéterminée
(2 -2)° 0

Comment lever cette indétermination ? Par factorisation du humérateur !

Factoriser une fonction du second degré
Lim o Ho+ 3w -2

> Soit fix) = ax®+ by + ¢
W (% - 29

slors |axl+ bx +© = a-(x - EEPELE I Y

b TLGRR - H1} b Y b - 4ac

H—e (% - 231'.3\1 23

- - 1) Clans notre cas nous avons
Lim " -  _
W—Z {H‘E:l _H2+3H—2
Svec a=-1
bh=23
Cc=-z
Conc

3 - N -4y
1= 5. (-1) _®

(= 23 N3 -4 (-2 @

2-(-1)

Pourquoi ?

Dot -xf+ax-2 = -1-(x-2)-(x-1)

La solution proposée est fausse parce gue si x tend vers 2 en venant de la droite, c'est-a-
dire si x = 2,000001, alors la limite vaut -infini. Par contre si x tend vers 2 en venant de
la gauche, c'est-a-dire si x = 1,999999, alors la limite vaut +infini.

Nous devons donc faire un tableau de signe.




-2 | - | - | - 0 +
-(x-1)
f(x) = ————} - o + -
(%) —
4
Cette barre indique un résultat
"impossible",

En effet une division par zéro produit
un résultat infini, c'est-a-dire un
résultat qui sort de l'ensemble des
nombres réels,

Ce tableau de signe nous permet de constater que la fonction sort de I'ensemble des
nombres réels en x = 2. Cette sortie de I'ensemble des réels est provoguée suite a la
division du numérateur par zéro. Il n'y a donc pas de solution possible en x = 2 puisque
le résultat est infini. Plus précisément encore, nous savons, grace au tableau de signe,
que la fonction est positive a gauche de x = 2 et négative a droite de x = 2. Ceci nous
permet de conclure que si un petit bonhomme se balade sur la courbe et s'approche de x
= 2 en venant de la droite, et bien il sera précipité dans une chute vers le bas a
proximité de 2. Tandis que s'il s'approche de 2 en venant de la gauche, le petit
bonhomme s'envole brutalement vers les cieux a l'infini & proximité de 2.

En language mathématique ceci se traduit comme suit:

. e 4w -
Lim % - -0
Limite droite = * % (% -2)
- %2+ 3x - 2
Lim —— = +
Limite gauche = * 2 (% -2}

Visualisez graphiguement ce gque nous venons de calculer :

On voit trés clairement sur ce graphigue gu'il existe une asymptote verticale en x = 2. En
calculant la limite gauche et la limite droite, nous venons en réalité de confirmer
|'existence d'une asymptote verticale d'équation x = 2.




1.15 D'abord factoriser le polynome par la Regle d'Horner

o Teie w2

Lirm
2 w2 - 4
CORRECTION
Lirmn - T w+ 2 _ 0 forme indéterminée
H—Z w2 - 4 0

Ce cas indéterminé pourrait se résoudre par la régle de I'Hospital. Cependant je vous
propose d'utiliser plutdt la Regle d'Horner pour factoriser le polyndome du troisieme degré
au numérateur. Nous pourrons ainsi simplifier la fraction et lever l'indétermination.

Comment utiliser la Regle d'Horner ?

La régle d'Horner est une technique facile pour diviser un polynéme par un diviseur tel
que(x - a), a appartenant aux nombres réels.

Nous appellerons le résultat de cette division le quotient Q.

Et le reste de la division sera en général zéro puisque notre objectif est de réaliser une
division sans reste afin de pouvoir factoriser notre polynome.

Assez de blabla, voyez ci-dessous comment tout cela fonctionne :

I Trouvera:

(3% -7 + 1x +2)
(% - a)

La grosse difficulté dans la factorisation de polynomes est de trouver la valeur de a. En
réalité ce n'est pas si difficile que cela si I'on suit la méthode ci-dessous.

1) Identifier le terme indépendant :

a sera toujours un diviseur du terme indépendant. Le terme indépendant d'un polynéme
est le terme qui n'est pas multiplié par un x. Dans notre cas, le terme indépendant du
polynome 3x° - 7x* + x + 2 est 2.

2) Déterminer tous les diviseurs du terme indépendant :
2 peut étre divisé par 1, -1, 2, ou -2.

3) Sélectionner la valeur qui annule le polynéme :
En effet, si on choisit @ = 2 alors le polyndme 3x°> - 7x°> + x + 2 =
3x2°-7%224+2+2=0.




4) (x=-a):
Notre diviseur (x - a) sera donc (x - 2).

II Division du polyndme par Horner :

3 - T+ Ix +2
voov v
3 7 1|2 (3} 7 1] 2
—= | -+ + | +
L s
5 Jsa wl
7 il ",
4 X A Reste
A
w

1y
-1

=k
I

]
I
() - -
=
r-a
I
.-£_"__
=
1
e

Tous les coefficients du.polynome doivent apparaitre dans la premiére rangée du tableau
dans l'ordre. C'est-a-dire d'abord le coeffcient du x°, puis celui du x?, ensuite celui
du x et enfin le terme indépendant 2.

Le a (il vaut également 2 mais c'est une pure coincidence) se retrouve toujours en bas a
auche.

Si vous avez tout fait correctement, le reste doit toujours valoir zéro.

A la fin, les coefficients qui apparaissent dans la derniére rangée sont les coefficients
duquotient Q. Le quotient Q aura toujours un degré égale au degré du polynéme
d'origine moins un. En clair, cela veut dire que si le polynome est du 3°™ degré,
alors Q sera du 2°™ degré (3 - 1 = 2). Donc dans |'ordre 3 sera le coefficient du x?, -
1 sera le coefficient du x et -1 le terme indépendant de Q.

III Factorisation du polyndme :




(3x3 -7x2 +1x +2) = Q- (x-a)
= (3w -x - 1)-(x-2)

Nous avons finalement factorisé ce numérateur. Nous pouvons a
présent simplifier lafraction et l'indétermination de la limite aura été levée.

AT - Tl w4 2

le =
K2 we - 4

) Il -w-1).-(n-2
T ) (-2
W —s2 X2_4

[Rew:uir les produits remargquables ]

Lim {SXE-H-I}N
K2 (3T (n 4 2)

. Txd-w -1
Lim ‘ ) =

M2 (% + 2)

3-29-3 -1

9
o+ 2 4

Et pour terminer, regardons le graphigue de.cette fonction :

Voyez comment la fonction comporte un trou (ou un saut) en x = 2. En effet, la courbe
est discontinue et la fonction ne comporte pas de valeur y pour x = 2. Pourtant a
proximité dex = 2 on peut voir que y se rapproche de 9/4, soit de 2,25. Ce graphique
montre donc bien que si x tend vers 2 alors f(x) (ou y) tend vers 9/4 (= 2,25).

1.16 Résolvez comme d'habitude, ca a I'air juste mais c'est faux !

] w3 -8
Lirm e
w0 WEK - 2

CORRECTION



Conclusio a limite vaut 4

Pourquoi ?

Pour comprendre la raison de cette erreur, je vous propose de d'abord analyser le
graphique de la fonction :

Vous constatez que la zone du graphe située a gauche de l'axe des y ne comporte pas de
points. Pourquoi ? Car dans cette zone le signe de x est négatif. Or si x est négatif alors
['argument (le contenu) de la racine carrée au dénominateur de notre
3
®Y - B

fonction ‘\IE ~ 2 sera lui aussi négatif. Et je suppose que vous n'allez

pas sans savoir que l'argument d'une racine paire ne peut jamais étre négatif. D'ailleurs
la raison en est trés simple: allez/mecalculer |a racine carrée de -4, j'aime autant vous
dire gue vous pouvez chercher la vie entiére, vous ne trouverez jamais un nombre gui
multiplié par lui méme donne -4 |

Et alors quoi ? Et bien la limite pour x tend vers 0 par la gauche (voir explications sur
lalimite gauche, LG) n'existe pas puisgue il n'existe pas de courbe a gauche de x = 0.
En effet x ne peut pas étre égale a -0,00001, donc x ne peut pas tendre vers 0 par la
gauche, donc LG inexistante.

Cependant x peut tendre vers 0 par la droite puisque x peut valoir 0,00001 donc la
limitedroite (LD) existe. Et cette limite vaut 4.

LG n'existe pas tandis que LD = 4.

Remarque :

vous n'avez pas le droit d'utiliser une calculatrice graphigue en classe ? Peu importe,
faites un tableau de signe pour étayer votre argumentation en hachurant la partie du
tableau qui se trouve a gauche de x = 0. Ou plus simplement étayez en précisant que le
domaine de définition de votre fonction est [0 ; 2[ U ]2 ; infini[ et ensuite balancez le
blabla ci-dessus.

Remarquez gue x = 2 n'appartient pas au domaine de définition de la fonction, c'est
d'ailleurs pour cela que I'on observe un trou dans la courbe a cet endroit.




1.17 Utiliser le binbme conjugué puis le trindme conjugué

_ w3 - 27

Lirm —
“—3 \|3>< -3
CORRECTION

_ w3 - 27

Lirm — =

k=3 Yax -3

3
3 27 = i Forme indéterminée

\JB'B -3 .

Avant d'attaquer la résolution de cet exercice et de lever la forme
indéterminéeobtenue, consultez les produits remarquables du bindme
conjugué ainsi que dutrindme conjugué.

Vous pouvez également consulter les 3 exercices suivants qui utilisent justement le
bindme et le trinbme conjugué : exercice 1.4, exercice 1.10, exercice 1.11.

Pour résoudre le cas d'indétermination suivant, nous allons multiplier le numérateur et
le dénominateur par le binébme conjugué du dénominateur. Ensuite nous remplacerons le
numérateur par son produit remarquable, en utilisant le trinbme conjugué.



w3 - 27

Lm — =
e \IE—H "3 [Multiplier "haut et bas" par le }
bindme conjugue du denominateur
Lo P een (N ) = ,
v—3 (Yax - 3)-(Yax +3) Mous avons remplace (x3 - 277

par son produit remarquable

(x3-27) = (x7-3%)

-3 Prawrat) - (Naw+3) |

Lirm =

®— 3 (Nax - 3)-(Vax +3)

(% - 3y (124 3 +

(- 3% (w24 3x + 397 - (Y3 +3)

le > =
H—=3 I - 3

y Ce=Ty . (k24 3+ 39) - (Nax +3)

1M =

W— 3 S-M

(%2 + 3 + 39) -(\J3—><+3]|

Lirn =
W—3 3

(224 3.3+ 3%y - (3.2 +3)
3

Observons un instant le graphique de cette fonction :

Remarquez le saut (trou) en x = 3. La fonction n'étant pas définie pour x = 3 (c'est-a-
dire que x = 3 est hors du domaine de définition de cette fonction), la courbe ne contient
pas de point.a cet endroit. Cependant si I'on se rapproche de x = 3, alors y se rapproche
de54. C'est pourguoi nous pouvons dire que la limite de la fonction pour x tendant

vers 3 vaut54.




1.18 Comment résoudre c¢a sans I'Hopital I ?

WE 4+ 8 -3

Lirr 3

St PR
CORRECTION

) WH+B -3

Lim —— =

3

1 \J?-l

\Jl+EI -3 0

= = forme indéterminée
3 ]
\I 1 -1

Avant d'attaquer la résolution de cet exercice et de lever la forme
indéterminéeobtenue, consultez les produits remarquables du bin6me
conjugué ainsi que dutrindme conjugué.

Vous pouvez également consulter les 4 exercices suivants qui utilisent justement le

bindme et le trindbme conjugué : exercice 1.4, exercice 1.10, exercice 1.11, exercice
1.17.



. 3 3
Lim ——— = z
o 1 \34?_ (Y= + Y o+ 1)

3
ezt le trindme conjugué de Y= - 1

WE 4+ 8 -3
1

3 3
(Ne+s -3) - (4@ +4 % + 1)

Lim =

#r (%? -1)-(%?“+Q?'+ 1)

\wre -2) - (2 « [0+ 1)

Lim = (Yx+8 +3)
#— 1 wo-1
gst le binbme conjugué de % s +8 -3
3 3
(Yu+8 —3]-[hx+8+3]-(hx2+\,]?+1]
Lirr =

®— 1 (x—l)-(&|x+8 +3)

- (2 % o+ 1)

Lirm =

*— 1 f—="T) - (Nx+8 +3)

3 3

3 3
xx2+\]?+1 ‘\]1—2+ 1 + 1 2 1

Lirn = = — = —

i} 2
®— 1 % +8 +3 1+8 +3

Observons un instant le graphigue de cette fonction :

Si vous rapprochez vos yeux de |'écran, vous verrez qu'il y a une discontinuité sur la
courbe en x = 1. Cela est du au fait que la fonction n'est pas définie pour cette valeur
dex. En d'autres mots 1 sort du domaine de f. Néanmoins la valeur de |a limite existe et
ainsi pour x tend vers 1 la limite de f vaut 1/2.




1.19 Comment résoudre ¢a sans I'Hopital II ?

\]5+x -2

Lirn
3
W= O \I—
# -5

CORRECTION

\]5+x -2

Lirm _ =
3

B+ 0D \JT—E

Levons cette indétermination ...

forme indéterminée

g8



Lirn _ =

W O :
w -5

Lirn =
W —s 3\J— c AU numérateur nous allons mettre Y = en facteur,
W -

3
Tandis qu'au dénaminateur nous mettrons % ®  en facteur,

5
Lirm W

3 g
W=
JH -1 ) Rappel :
b3
Lirm a-b = Lima - Lim b
2
\|%+1 -
Lirn . Lirm JH =
M M 4 GO 1 - =
3
]H
w142 12173
1z
K
——
2
, %+1 -
) ) \|><
Lirm x”ﬁ Lim =
B— 4+ D B—= 4+ D 1 - 35
]x
z
S
G
=0 5 =
1_

Observons un instant le graphigue de cette fonction :

Si vous tracez la fonction entre x = -5 et x = +5 comme le propose le paramétrage
standard de la calculatrice graphique, vous tirerez des conclusions fausses car l'image
dugraphique visualisée ne correspond gu'a un tout petit morceau de la courbe. C'est
pourguoi nous avons tracé la fonction entre x = -1000 et x = +20000 afin de mettre en




évidence le fait que la courbe remonte vers les y positifs & mesure que la valeur
de x devient tres grande. C'est ainsi gue la limite de f pour x tend vers infini est infinie.

1.20 Infini moins infini comment je fais ?

Lim  N49wZ-2x+3 - 7x
=+ =D

CORRECTION

Lirn WAaouZ - 2w+ 3 - Tw =

=+ 0

\]4900—200 +3 - Toeo =

Moo - oo - oo forme indéterminée

Lim \149x2—2x+3 -7 =

rMultiplier haut et bas par le
Ho—r + 00

bindme conjugué

(Nags?-2x+3 -7x)-(NagwZ-2u+3 +72)

Lirm =
Rt e Maou? - 2w+ 3+ Ty
L A - 2 + 3 Tngy2

RO Ngow? - 2w+ 3+ TR



) - 28+ 3
Lirm =

R+ 00 Y402 - 2w+ 3 + 7y

Mise en évidence du terme du plus
haut degré =n haut et en bas

M-2 + %}
Lim =

¥ =+ 00 \]x2(49—2,-’>< + 3/ + 7w

% (-2 + )

Litn =
®—+ 0O y{-(\](av;n— i+ 34 1+ 7)

Observons un instant le graphigue de cette fonction :

On voit bien que pour des valeurs élevées de x, la courbe passe sous I'axe des abscisses
avec une valeur de y qui tend vers -0,143... soit.exactement -1/7. C'est |la valeur de la
limite calculée ci-dessus. Nous pouvons également dire qu'il y.a une asymptote
horizontale dont I'équation est y = -1/7 pour x tend vers +infini.




