HOMOTHETIES — EXERCICES CORRIGES

Exercice ni.
Exprimer les propositions suivantes sous la formealégalité vectorielle: Guesmi.B

1) A est I'image d® par I'hnomothétie de centrest de rapportz .
2) M a pour imag® par 'hnomothétie de centReet de rapport-5.

Exercice n2.
Les affirmations sont-elles vraies ou fausses tfidus

1) Si AB= 3?6, alors B est 'image de C par 'homothétie de me#t et de rapport 3
2) Si AB=3AC alors C est 'image de B par ’homothétie de aertret de rapport 3

3) Si AB=3AC alors C est 'image de B par ’homothétie de acertret de rappor{é
4) Si AB=3AC alors B est I'image de A par I’'hnomothétie de cert@iret de rapport -2
5)SiC=h, , (B), alors AB=-4BC
6)SiC=h, , (B), alors AC=-4AB
7)SiC=h, ,(B), alors5AB+BC=0

(8

8)SiC= WA,— , alors A est le barycentre du systeme {(C,1) 4B ,

4)

Exercice n3. } I I I I I } I I
A, A

1) h est ’'hnomothétie de centre O et de rapport —3rquisforme A en A’. Construire O

, 1 .
2) h’ est 'hnomothétie de centre O’ et de rappgr’qw transforme A en A'. Construire O’

Exercice n4.
Soit OQAB un parallélogramme.
Soith I'nomothétie de centr® et de rapport-2. C=h(A et D =h(B).

Soith' 'nomothétie de centi® et de rapport2. E=h'(B) et F =h'(A).
1) Montrer queO—E =-20B.

2) Montrer queO—E =QC.

3) Montrer queél? = AB.

4) Montrer queé[—j =-2AB.

5) Montrer queF, E, C etD sont alignés.

Exercice n5.
ABC est un triangle de centre de gravité G. On ner@) B’, A’ les milieux respectifs des cotés [ABAC]et [BC]
Démontrer qu'il existe une homothéliale centre G qui transforme ABC en A'B'C’

Exercice né.

Soit ABCun triangle eG son centre de gravitd., B' etC' sont les milieux respectifs des céf&] : [AC] et [AB] :
1) Quel est le rapport de I'hnomothétie de ceAtrpii transformeéB enC'?

2) Quel est le rapport de I'homothétie de ce6trgui transformed enB?

3) Quel est le rapport de I'homothétie de ceAtrpii transformeéd’ enG?

4) Quel est le rapport de 'nomothétie de ce@tigui transformed' enA?
5) Quel est le rapport de I'homothétie de ce@tiqui transformed enA'?

Exercice n7.
On suppose quéC =5AB. Justifier que C = Mas) (B); B= h[A-lj (C) etC= Ne.a) (A
'5
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Guesmi.B

Exercice n8.
Soith I'homothétie de centre O et de rapport 2,5. Caoiirgtl’'image de la droit® parh.

-

Exercice n9.

SoitABCDun rectangle tel qu&AB =4 et AD =3. SoitM le point défini parm =gD—B.
P est le projeté orthogonal désur (CD) etQ est le projeté orthogonal diésur (AD).

1) Montrer queBI5 2256.

2) Soith 'hnomothétie de centi® et de rapportg. Déterminerh(B), h(C) et h(A).
3) Quelle est la nature du quadrilaté4€DQ ? Déterminer son périmétre et son aire.

Exercice ni0.
Soit ABCD un trapéze de bases [AB] et [CD] tel gdB# CD.
A, B

] C
1) Démontrer qu'il existe deux homothéties transforhjAB] en [CD]
2) Quelle relation y a-t-il entre les rapports de @esx homothéties ?

Exercice nil.
ABCD est un trapéze de bases [AB] et [CD] de miieespectifs | et J. Les droites (AB) et (BC) seqment en U ; les
droites (AC) et (BD) se coupent en V.

Démontrer que les points U,V, | et J sont alignés.

Exercice ni2.

Soient O et Odeux points tels qu®O'=6. Soientl" le cercle de centr® et de rayon 1, dt' le cercle de centre'@t
de rayon 2.

Montrer qu'il existe deux homothéties transfornfaenl™'. Préciser leurs centres et leurs rapports.
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Guesmi.B
Exercice n13.

Le plan est muni d’'un repére orthonorr(@;f; I) Dans chacun des cas suivants, dire s'il exisge hamothétie qui
transforme A en A’ et B en B'. Dans I'affirmativépnner ses caractéristiques (centre et rapport)

1)A(-4 ;-2) ,B(2 ;1) ,A'(-1 ;5) etB’ (%;—2)
2)A(-2:;5),B(-3,5;-4) , A'(0;4) et B'(-1 ;-2)
Exercice ni4.

Le plan est muni d’un repére orthonorlﬁ@;T; I) . On désigne pdrI’homothétie de centre A(-1 ;2) et de rapport —2.
1) Déterminer les coordonnées du point B’ image de;B) parh

2) Déterminer les coordonnées du point C dont I'imaaeh est C'(3 ;-2)

Exercice ni5.

Le plan est muni d’un repére orthonorlﬁ@;T; I) . On désigne parI’hnomothétie de centre A(4 ;-2) et de rapp%rt

1) SoitD la droite d’équationy :% X+ 2. Déterminer I'équation de I'imad®’ de D parh.

2) On désigne pa€ I'ensemble des pointi (x; y) tels quex® + y* + 4x— 6y= 0. Déterminer I'équation de I'image
C de C parh.

Exercice ni6.
Le plan est muni d'un repére orthonormal. Soibfecfionf qui & tout pointM (x; y) fait correspondréM '(X'; y') avec

X'=3x-4
y'=3y+2
1) Montrer qud admet un unique point invaria@t(c'est a dire un point tel que(Q) = Q).

2) Pour un point quelconqud, exprimerQM ' en fonction deQM .
3) En déduire la nature de

Exercice ni17. E C

Soit ABCD un parallélogramme. ' ' *
On construit les points suivants :

- A’, symétrique de B par rapport a A

- B’ symétrique de B par rapport a (AC)
- C’ symétrique de B par rapport a C . .
Démontrer que les quatre points A’,B’,C’ et D salignés A D

B
A

Exercice ni8.

ABCest un triangle rectangle dnH est le pied de la hauteur issueAdé etJ sont les projetés orthogonauxtdesur les

droites(AB) et (AC). (AH) et (1J) se coupent e@.

1) Quelle est la nature du quadrilat@déiJ?

La paraliéle & 1J) passant pak coupe(HI ) enP et (HJ) enQ.

On noteh I'hnomothétie de centitd qui transformel enQ.

2) Quelle est l'image dglJ ) parh?

3) Déterminerh(1) et montrer queéh(O) = A.

4) Quel est le rapport de I'homothéti

5) En déduire quéetJ sont les milieux respectifs c[é’H] et[HQ] .
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Exercice ni9. (Terminale S)
On définit la transformatiohdu plan par sa forme complexe :

Z +3-4i= 2(z+ 3- 4
1) Quelle est la nature de I'applicatib
2) Déterminer I'imageC’ parf du cercleC de centre A(-2+i) et de rayon 1

Guesmi.B
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HOMOTHETIES — CORRECTION

Exercice n°1 Guesmi.B
1)m=§@ 2) RP=-5RM.
Exercice n°2

1) VRAI . C’est la définition méme de I'homothétie
Par conséquent :

2) FAUX. Pour que C soit 'image de B par 'hnomotleétie centre A et de rappe%t, il aurait fallu queﬁ) =3AB
3) VRAI Si AB=3AC, alorsm=%ﬁ3, et on retombe sur la définition : « C est I'imalge B par I’homothétie de

1
centre A et de rappopgt’ »

4)VRAI . Si AB=3AC alors AC+CB=3AC-= CB=2 AC- CB-2 C.
B est bien I'image de A par I'homothétie de cerret de rapport -2

5) FAUX .SiC = htA,-‘l) ( B), alors par définitionAC = -4 AB, mais il est impossible, a partir de cette égatitébtenir
Iégalité AB=-4BC

6) VRAI . C’est la définition (voir ci-dessus)

7)VRAI. Si C=h, ,(B), alors par définitionAC=-4AB~ AB+ BC=-4 AB- 5 AB BG 0

8)VRAI.SiC= hkA,—4) ( B) ,alorsAC=-4AB = 4 AB+ AC=0, donc A est le barycentre du systeme {(C,1) ;(B ,4

Exercice n°3
1) Si h est I'hnomothétie de centre O et de rapport —3 transforme A en A’ alorsOA = -30A, égalité qui se

transforme enOA+ AA=-30A~ AA=-4 OA- —AG%—A'A ce qui permet ainsi de placer le point O (voir

figure)
2) Si h’ est I'hnomothétie de centre O’ et de rappértqui transforme A en A, alorO'A =}@, égalité qui se

w

transforme em+ﬁ:%ﬁAa TAA= ——2_(5% AL —";’—A7 A, ce qui permet ainsi de placer le point O’ (voir

figure)

A 0O

Exercice n°4

D

1) E est I'image d@® par I'homothétie de centf@et de rapport-2. Donc OE = -20B.

2) De méme,QC = -2QA. Or OQAB est un parallélogramme, do2A = OB. On en déduit quéﬁ= QcC.

3) D'aprés 2) CE=QO, or OQAB est un parallélogramme, do@0 = AB, d'ou CE = AB.

4) h est une homothétie de rappei2 et C = h(A et D =h(B), doncCD = -2AB.

5) De CE = AB et CD =-2AB, on déduitCD = -2CE, doncC, D etE sont alignés.

h' est une homothétie de rapper? et E = h'(B) et F =h'(A), donc FE = -2AB, d'ou FE = 2EC, doncF, E etC
sont alignés. Finalemeri, E, C etD sont alignés.
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Guesmi.B
Exercice n°5 A

Si on note G le centre de gravité du triangle ABfBe¢section des médianes), on

GA=-1GA GE=-_GBetGC=--GC -
2 2 2

. 1 .
L’homothétie de centre G et de rappeth— transforme donc les points A,B et C G

(donc le triangle ABC) en A’,B’ et C’ (le triangi®’B’C")

Exercice n°6 B

— 11— 1
1) AC'=— AB, donc le rapport cherché est.
) > pp 5 s

2) C'B=-C'A, doncle rapport cherché esi.
3) AG =§m, donc le rapport cherché eis)t.

4) GA=-2GA, donc le rapport cherché es2.
5) GA = —%@, donc le rapport cherché es%.

Exercice n°7
1) C =N, ( B) par définition méme de I'homothétie

2)Si AC=5AB alorsﬁ:%ﬁé, doncB = r[ 1) (C)
A;g

3) L'égalité AC=5AB se transforme successivement &B+ BC=5AB-~ BC=4 AB- BG-4 B, ce qui
montre queC = h,_, (A

Exercice n°8
L’image de la droitd parh est une droite qui lui est paralléle.
Pour la construire, il suffit de construire I'imad@n point.

On choisit donc un point A appartenarid &t on construit son image A’ phr, telle que(ﬁ =2,50A
D’ sera alors la droite parallelebapassant par A’

OA' = 2,504 —
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Guesmi.B

Exercice n°9
1) PO(DC)et M O(DB). (MP)//(BC), car elles sont toute

les deux perpendiculaires(ED) . D'aprés le théoreme de Thal #

(troisieme formulation), puisquB =§ﬁ3, DP ZER'

2) W=2D—B donch(B)= M. ﬁ’=gﬁ donc h(C) = P.

Et h(A) =Q car DQ 225,3\ (méme démonstration que pdR)c A

Q T M
3) Par une homothétie, I'image d'une droite est woikedqui lui est paralléle. Donc les c6tésMBDQ sont paralleles a
ceux deABCD, doncMPDQ est un rectangle.

Parh, les longueurs sont multipliées pgr, donc le périmétre ddPDQ estEXZX(4+ 3) =21cm.
2 2
Parh, les aires sont multipliées p%, donc l'aire déMPDQ est%X4>< 3 =27 cni.

Exercice n°10
Notons | le point d'intersection des droites (ADQ)(BC) (qui existe carAB# CD), et J le point d'intersection des
diagonales [AC] et [BD]

I

O C
1) Puisque les points I,A,D d’'une part et |,B,C diaypart, sont alignés, avec (AB)//(CD) (car ABCD &s trapeze), les
points I,A,B,D,C sont en configuration de Thalés

L’homothétie de centre | et de rappelllcg\— = % = g transforme le segment [AB] en [CD]

Puisque les points A,J,C d’'une part et B,J,D dagiart, sont alignés, avec (AB)//(CD) (car ABCD esttrapeze), les
points J,A,B,D,C sont en configuration de Thalége(d en papillon »)

JA JB AB
L’homothétie de centre J et de ra =— =—— transforme le segment [AB] en [CD
ppeFPJC DD g [AB] en [CD]

. . AB
2) Les deux rapports de ces deux homothéties sonkéga—

Exercice n°11

D’aprés I'exercice précédent, I'hnomothétie de cendr transforme [AB] en [CD],
donc le milieu | de [AB] en le milieu J de [CD], derte que les points U,l et J son
alignés (un point, son image et le centre de I'hihvéie sont alignés)

De plus, I'hnomothétie de centre V transforme [AB] KCD], donc le milieu | de
[AB] en le milieu J de [CD], de sorte que les psiM,| et J sont alignés (un point,
son image et le centre de 'homothétie sont alignés

Les points U,I,V et J sont donc alignés.

Page 7/11



Guesmi.B

Exercice n°12
Commel est de rayon 1 @t' de rayon 2, et puisque par une homothétie deorbgpes longueurs sont multipliées par

k|, onalk| =2, donck =2 ouk =~
Le centreQ; de 'nomothétie de rapport 2 transformargnl™ est tel queQ,0'=20Q,0, soit O est le milieu d{ano ]
c'est a dire qu@; est le symétrique de O' par rapport a O.

Le centreQ, de I'homothétie de rapport2 transformant enl™ est tel queQ,0'=-2Q,0, soit OQ, =§OO', d'ou la

construction de&..

Exercice n°13
1) Pour gu'il existe une unique homothétie transform@en A’ et B en B’, il est nécessaire et suffisgue les droites

(AA") et (BB’) ne soient pas paralleles (donc gee vecteursAA et BB ne soient pas colinéaires), et que les droites
(AB) et (A’'B’) soient paralléles (donc que les vaats AB et A'B' soient colinéaires)

On calculeAA (3;7) et BB’(—%; —3).
Il n’existe pas de réel uniqumetel que—il =3h et —=3=7h, donc les vecteur&A et BB ne sont pas colinéaires.
3
N ~igif ©
On calculeAB(6;3) et AB (5 —7) .

Il n’existe pas de réel uniquetel que— =6h et =7 = 3h, donc les vecteuré\B et A'B' ne soient pas colinéaires.
Il nexiste donc pas d’homothétie transformant Aéret B en B’
2) Pour gu'il existe une unique homothétie transform@en A’ et B en B’, il est nécessaire et suffisgue les droites
(AA’) et (BB’) ne soient pas paralléles (donc ges VecteursAA et BB ne soient pas colinéaires), et que les droites
(AB) et (A’B’) soient paralleles (donc que les vaets AB et AB soient colinéaires)
On calculem(Z;—l) et B_§(2,5; 2).
Il n’existe pas de réel uniquetel que2,5= Zh et 2= (—1)><h, donc les vecteur®A et BB ne sont pas colinéaires.
On calculeAB(-1, 5'—9) et AB(-1-6).

2

On remarque qué\B—E AB - ﬂ—g AE

Le rapport de I’hnomothétie vaut dorkczg et le centre O de 'homothétie vérifie doBA 2261

Si on noteO( X Y), les coordonnées d@A et deOA sont données p@(—Z— x5-y) et ﬁ(o— x4-y).

2 4 2
, —X=§(—2—X) TX=-omoX «

L’égalité OA =< OA se traduit donc par le systeme = = {
y

2 10_2
4-y=3(5-y)  |Ay=5-3y

4
z

w

. 2
L’homothétie de centre O(4 ;2) et de rapdor:lrg transforme Aen A’etBen B’
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Guesmi.B

Exercice n°14
1) Notons B'(X; ) . Puisque B’ est l'image de B paron aAB = -2 AB

Les coordonnées déB sont K@(Z;l). Les coordonnées dAB s’exprimant en fonction de celles de B’ par

AR N=4 N X+1=-4 X=-5
AB (X +1; y - 2), Iégalité AB' =~-2AB se traduit par le systén-{ey, e {y, o Ainsi

2) NotonsC( X y). Puisque C’ est l'image de C paron aAC = -2 AC
Les coordonnées dAC s’expriment en fonction de celles de @6( X+1; y- 2)
Les coordonnées dAC sontﬁ(4;—4)

S -2(x+1)=4 x=-3
L'égalité AC' =-2 AC se traduit par le systeme 2( 2) 4 = 4 Ainsi|C(-3 ;4)
—_ y_ = - =

Exercice n°15
1) L'image de la droiteD par h est une droite parallele @, donc de coefficient directeur identique a celeild

L’équation deD’ est donc de la formey ZE X+ p. Pour déterminep, il faut utiliser les coordonnées d’'un point de
gui sera obtenue comme l'image pat’'un point deD.

Choisissons le point B(0 ;2) d& NotonsB()(; y). Puisque B’ est I'image de B plron aAB zgﬁé

Les coordonnées déB sont H_%(—4;4). Les coordonnées d&B s'exprimant en fonction de celles de B’ par

. x'—4=§><(—4) X=-2
AB (X -4;y+2), l'égalité¢ AB' == AB se traduit par le systéme 3 - 3,
3 y+2=5x4 y =14
3 3
. J( 8.14 - ; , i . 1 L
Ainsi B —5;3 . En utlisant les coordonnées de B’ dans qulnatloy=§x+ p, on écrit
1 14 1 8)_ 18 1
==Xyt Ppe p=—-——=X| —— |=—=6. L'équation deD’ est donc|y = — X+ 6
Ys 2XB P=p 3 2 ( 3) 3 q 5

2) Lensemble des pointdVl (X;y) tels que X’ +y*+4x-6y= 0« ( x+ 2)2 +( y- 32 = 1% est le cercleC de
centreD(-2 ;3) et de rayon(f%
L'image deC parh est donc le cercle de centi® = h( D) etde rayongx\/f%

Notons D'(X; y). Puisque D’ est limage de D paron a AD' :gﬁ
Les coordonnées déD sont KB(—G;S). Les coordonnées d&D’ s’exprimant en fonction de celles de D’ par

. x'—4=§><(—6) X =-6
AD'(X -4;y +2), l'égalité AD' =3 AD se traduit par le systéme 3 - 19.

y'+2=§><5 y:§

(X+6)2+(y—%f :(—:x\/ﬁjz _ sﬁ

L’équation deC’ est donc
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Exercice n°16

Xx=3x-4 X=2
1) On cherche un couple; y) tel que

- . Il existe un et un seul point invariaf(2;-1).
y=3y+2 y=-1

j , alors queQM ' a pour composanteg
1 y'+

2) M a pour composant{s N :J soit, en remplacant ety' par leur
y

3y+2+1
3) La relation précédente, valable pour tout pMnprouve qud est I'homothétie de centfeet de rapport 3.

3X—4-2 (3x—6 S —
valeur: , c'est a dir 3v+3) On remarque alors qu@M ' =3QM .
y

Exercice n°17

Notons H le projeté orthogonal de B sur [AC] ete@éntre du parallélogramme (intersection des dialgs)
Les points A,H,0O et C sont alignés sur le segmaai [ B . C

Puisque A’ est le symétrique de B par rapport anka BA = 2BA '
Puisque B’ est le symétrique de B par rapport a)(A6 aBB =2BH
Puisque O est le centre du parallélogramme, B8Da=2BO

Puisque C’ est le symétrique de B par rapportc‘mca@ =2BC A ' ' [
L’homothétie de centre B et de rapport 2 transfodmec les points A,H,O, .
en A',B'.DetC'. B
Puisque les points A,H,O et C sont alignés suetgrent [AC],
leurs images A',B’,D et C’ seront alignés. +
l'&'l
Exercice n°18
C
\ H
0 J
0
A ' .
P

1) (Al) et (JH) sont toutes deux perpendiculaire§ AC), donc (Al)//(JH). De méme(HI)//(AJ) doncAlHJ
est un parallélogramme, et comipdl ) O( AJ), AIHJ est un rectangle.

2) L'image de(1J) parh est une droite qui lui est paralléle. Puisqb&l(1J), limage de(1J) est la parallelg1J)
passant pah(J) = Q. Il s'agit donc de la droitePQ) .

3) Puisquel O(1J) et que limage d¢lJ) est(PQ), h(1)O(PQ). Par ailleurs, le centre de I'homothétie, un peint
son image sont toujours alignés. Ddn(d) D(HI ) . Le seul point vérifiant ces conditions est lenp&. Donch(l) =P.

Par la méme méthode, on montre dq®) = A.
4) PuisqueAlHJ est un parallélogramme, ses diagonales se coupdatiemilieu, dond est le milieu de{HO] donc

HA=2HO. Ceci prouve quhl est une homothétie de rapport 2.
5) Commeh(1) =P, HP =2HI doncl est le milieu de[ PH] . On montre de méme guest le milieu de[HQ] )

Page 10/11



Guesmi.B

Exercice n°19 (Terminale S)
1) Déterminons les éventuels points fixes de cettesformation, en résolvant I'équation :

Z=2z- z=2( #3-4)-3+4

= 2=27+6-8i—- 3+ 4

= z=-3+4i

La transformatiori admet un point fixe , d’affixe zo = -3+ 4i.

En écrivant successivement= 2 z+ 3+ 4i et o = 27, + 3+ 4i, puis en soustrayant membre a membre, on obtient :

Z-7%=2(z 3).

La transformatiori est donc 'nomothétie de centf®, d'affixe Zo = -3+ 4i, et de rapport|2

2) Par 'homothétid de centreQ et de rapport 2, I'imag€’ du cercleC de centre A(-2+i) et de rayon 1 est le cercle de
centref(A) et de rayon2x1= 2.
On calcule :

f(A)=2((-2+i)+3-4)-3r4=-F
L’image deC est le cercl€’ de centre le poirffA) d'affixe —1-2i et de rayon P.
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