EXERCICE 1
Soit f une fonction définie et dérivable sur IR— {-— 3}, dont le tableau de variation est le suivant :

x | -o -4 -3 -1 too

f'(x) - 0 4 + 0 o+

+ oo + oo + o0

f \10/ _m/_% —

On sait, de plus, que pour tout réel x = — 3, f (x) peut s’écrire sous la forme : a x*+ b +

ou a, b, c, d sont quatre réels (avec
X+

c
az0etcx0)etquef’X)=2ax— ————.

) et que f’(x) X+ d)?
1.a. Alaide des indications fournies par le tableau, déterminer d.

16a+b-c=10
Préciserf (—4);f (-1);f °(—4)etf’(-1). Endéduire que a, b et c vérifient le systtme: < —8a-c=0
2a+2b+c=-7
Résoudre ce systéme et déterminer la fonction f .
2
1.b. Démontrer qu'il existe un réel e tel que : pour tout x € IR—{~ 3}, f'(x) = %

1.c. Justifier toutes les informations du tableau de variation de f .
2

Soit C la courbe représentative de f dans un repere du plan et P la parabole d’équationy = X? — 2 dans le méme repére.

Prouver que P coupe 1’axe des abscisses en deux points que 1’on déterminera.
Etudier la position relative des courbes C et P.

Prouver que P est une courbe asymptote de C en —w et en + .

Construire P et C.

NISESHE SENIIN
oo op

e. Résoudre algébriquement I’inéquation : — 0,1 < f (x) — (%x2 -2)<0,1.

On désigne par M et N les points de méme abscisse x appartenant respectivement a (C ) et (D).
On juge que M et N sont indiscernables sur le graphique lorsque la distance MN est inférieure a 0,1 unité de longueur.
Déterminer ’ensemble des valeurs de x pour lesquelles M et N sont indiscernables.

EXERCICE 2
1. Soit f la fonction définie sur IRpar f (x) = sin x — x
Déterminer le sens de variation de f sur IR. Préciser f (0), en déduire le signe de f (x) sur IR
2
2. Soit g la fonction définie sur IR par g(x) = cos x + X? -1

Déterminer le sens de variation de g sur IR. Préciser g(0), en déduire le signe de g(x) sur IR
3
3. Soit h la fonction définie sur Rpar h (x) =sin x —x + %

Déterminer le sens de variation de h sur IR. Préciser h(0), en déduire le signe de h(x)
3
4.a. AT aide des questions précédentes, montrer que sur[0; + oo [ : X — % <sinx <x

4.b. Endéduire unencadrementsur] 0 ; + oo [ de SN X Déterminer Iiry smx.
X x—>0" X
5. A T’aide des questions précédentes, déterminer un encadrement de sin x sur]—oo; 01].
. inx ., . . in x
4.b. Endéduire un encadrement sur]—o ;0 [ de SN X béterminer I|n01 snx.
X x>0" X
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EXERCICE 1
1.a. f estdéfinie lorsque x + d = 0 soit x # — d donc d’apres le tableau de_variation —d =—3 doncd =3

c c
f(x)=ax’+b+ etf’(x)=2ax-— .
®) X+3 ) (x+3)?
f(-4)=10donc16a+b+ 2 =10soitl6a+b-c=10
-4+
f(—l):—zdonca+b+ ¢ :—Zdonca+b+£:—Zdonc2a+2b+c:—7
2 -1+3 2 2 2
f’(—4):0donc—8a—;2:Osoit—8a—c:0
(-4+3)
l6a+b-c=10
f’(—l):Odonc—Za—ﬁ:Osoit—Za—%:Odonc—8a—c:0donca,betcvérifientlesystéme: -8a-c=0
(-1+3) 2a+2b+c=-7
c=-8a c=-8a
=—8adonc le systtme devient: < 16a+b+8a=10 soit<{ 24a+b=10  donc en multipliant la derniére ligne par 4 :
2a+2b-8a=-7 -6a+2b=-7
c=-8a c=-8a c=-8a
24a+b=10 en ajoutant les deux derniéres lignes : < 24 a+b =10 soit { 24a+b=10 donc en remplagant :
—24a+8b=-28 9b=-18 b=-2
1
c=-8a c=-8a ¢ 18a a=s ,
24da-2=10 < 24a=12 & a:E & sb=-2 doncf(x):x?—Z—i3
X+
b=-2 b=-2 be_2 c=-4
f’(x):x+L2
(x+3)
3 2
1b f(x)=x+ 4 i _X +6Xx +€ix+4
(x+3) (x+3)

x3+6x2+9x+4=(x*+2x+1)(x+e)doncx®+6x*+9x+4=x3+(e+2)x*+(2e+1)x+e
donce+2=6,2e+1=9ete=4doncx>+6x°+9x+4=(x*+2x+1)(x+4)
(x+1) % (x+4)

f'(x) =
) (x+3)?
1.c. Un carré est toujours positif ou nul donc f '(x) a le méme signe que x + 4, et s’annule pour x = — 1 d’ou le sens de variation de f
X — o0 -4 -3 -1 + o
f'(x) - 0 + | + 0 +

Il suffit ensuite de déterminer les limites de f aux bornes du domaine de définition
Fx)= Sx?o2- 4

2 X+3

lim 1x2—2:+ooet lim i:O donc lim f(x) =+ o

X—>+» 2 x>+ X4+ 3

lim 1x2—2:+ooet lim i:O donc lim f(x) =+ o

X—>-» 2 Xx—>-0 X +3

lim 1x2—2:§et lim 4 =+ donc lim f(x)=-o
x>-3 2 2 x>-3" X4+ 3 x—>-3*

lim 1x2—2:§et lim 4 - s donc lim f(x)=+w
x—>-3 2 2 x>-3" X4+ 3 x—>-3"

. 1 L . .
2.a P coupe I’axe des abscisses quand EX 2_2=0soitsi x> =4 donc si x = 2 ou x = — 2 donc P coupe 1’axe des abscisses en deux

points A; (—2;0)et A, (2;0).

2.b f estdécroissante sur ] — oo ; — 4] et croissante sur [4 ; — 3 [ donc f admet un minimum en — 4; f (- 4) = 10 donc pour tout x de
]1-o; =3[, f(x) > 10 donc C ne coupe pas I’axe des abscisses sur] —o ; — 3 [.
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f est définie dérivable, strictement croissante sur] -3 ;+ o [, f(]-3;+o[)=]-w;+ow [,donc0 e f(]-3; + « [) donc I’équation
f (x) = 0 admet une seule solution ocsur]—3; + o [.

La courbe C coupe donc I’axe des abscisses en un seul pointsur] -3 ; + o [.

f(2,34) <0 et f(2,35) > 0 et I’équation f (x) = 0 admet une seule solution o sur ] — 3 ; + o [ donc f s’annule sur ] 2,34 ; 2,35 [ donc
234<a<235

1, 4
2.c. f(X)-(=x"-2)=— ——
) (2 ) X+3

doncsix>—3,f(x)—(%x2—2)<0doncCesten dessous de P sur]—3; + oof
six<—3,f(x)—(1x2—2)>0doncCestaudessusdePsur]—oo;—3[.

f(x) - ( x2-2)= —%et XIlrpxé:Odonc I|m f(x) - ( x2—2) =0 donc P est asymptote & C en + oo

lim iS =0 donc Ilm f(x) ( x?—2) =0 donc P est asymptote & C en — .
X—> - X+

2.d. Pour tracer les courbes C et P, il faut placer les éléments remarquables :
Pour la parabole P
sommet de coordonnées (0 ; — 2) et la tangente horizontales au point d’abscisse 0
Ces éléments étant placés, il faut placer des points de P :
X -6 | -4|-3|-2|-1 0 1 2 3 4
y 16 6 2,5 0 |-15| -2 |-15| O 2,5 6

On peut alors tracer P

Pour la courbe C
Points & tangentes horizontales pour C aux points d’abscisse — 4 et — 1
I’asymptote X = — 3.

Ces éléments étant placés, il faut placer des points de C :

X -7 -5 -4 -35 -2,5 -2 -1 1 2 5
y 23,5 12,5 10 12,125 | -6,875| -4 -35 -25 -0,8 10
On peut alors tracer C.
1., 4
2.e. f(X)-(=x"-2)=— —.
) (2 ) X+3

. ) 4 . . .
Il suffit donc de résoudre — 0,1 < X+ 3 < 0,1. On ne peut travailler qu'avec des nombres de méme signe donc deux cas :
X+

Casl1:0< % < 0,1 donc en passant aux inverses : XTJF?’ > 10 soit x + 3 > 40 donc x > 37
+

Cas2:-0,1< ig < 0 donc en passant aux inverses : — 10 > XTJFS soit X + 3 <—40 donc x< — 43
X+
Sixe]—-w;-43[uU]37;+wo][, ’écart entre la courbe et la parabole est inférieur a 0,1.

4

Six<—3,CestaudessusdePsur]—oo;—3[doncMsz(x)—(%xz—Z)z——3.
X+

MN<0,l<0<-

<01<-01<
X+3 X+3

< 0 donc x > —43 d’apres le calcul précédent

Six>-3, Cestendessousde Psur]—3;+ o [donc MN:(%XZ—Z)— f(x)= iS
X+

4
MN<01<0< <13 < 0,1 donc x > 37 d’aprés le calcul précédent
X+

L’ensemble des valeurs de x pour lesquelles M et N sont indiscernables estdonc ] — oo ; —43[U]37; + o,
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201

18 1

16 1

141

121

N
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EXERCICE 2

1. f’(x)=cosx—lor—1<cosx<1ldoncf ’(x)<0doncf estdécroissante sur IR
X —® 0 +
f T 0 T
f (X + 0 -

f (0)=0doncsix<Oalorsf (x)>0etsix>0alorsf (x)<0

2. g’(X) =—sinx+x=—f (x) donc:
X — 0 + o0
9’ - 0 +
9(x) + 0 +

2

3. h’(x) =cosx—1+ X? =g(x) donc :

X — 0 0 + o
h’(x) + 0 +

h I —
h(x) - 0 +

3 3
4.a. sur[0;+oo[:f (x)sOdoncsinxsxeth(x)zOdoncx—% ssinxdoncsur[0;+oo[:x—% <sinx <x

3 2
4.b. sur]0;+o[:x— % <sin x < X soit x (1—%] <sinx <x

2

x>0donc1— 2 < 3MNX g
6 X
2 2 H H
Iiry 1- % = Iin01 l=1etpourtoutx>0:1- % <X <1 donc d’aprés le théoreme des gendarmes Iir’g X _g
x—>0* x—>0* X x—>0* X
x® x®
5. sur]—oo;O]:f(x)zOdoncsinxzxeth(x)gOdoncsinXSX—?doncsur]—oo;O]:xssinXSX—?
. X . i 2
4.b. sur]oo;O]:xssmxgx(l—?jdon05|x<0:1zwzl%
X
. 2 . 2 in x . o . osinx
Imo1 1- % = Ilr? l=1etpourtoutx>0:1- % <3 < 1 donc d’apres le théoréme des gendarmes I|n01 MX—q
x—>0" x—>0" X—>0" X
Dans tous les cas Iirr})w =1
X = X
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