Nombre derive.
Fonction derivee

Guesmi.B

Chaque ballotin a une base
rectangulaire de largeur 6 cm
et de longueur xcm . La boite est
fermée par quatre rabats formant
4 trois rectangles isométriques.

Quelle longueur x choisir pour
confectionner un ballotin de 1 200 cm?®
en utilisant le minimum de carton ?

[voir exercice 103]



Tests préliminaires

Pour chaque droite, lire le coefficient directeur.

s

[ Voir techniques de base, p. XVIl |

Soit f la fonction définie
sur R par:

f(x) = x?_2x-2 ,
et représentée par la
courbe € ci-contre.

a) Déterminer  I'équation
réduite de chacune des
sécantes a cette courbe :

(AB) , (AC) et (AD) .

b) Soit M le point de €
d’abscisse 3+h ,avec he [-1;1].

Déterminer le coefficient directeur m de (AM) .

c)Si h = 0,0001 , donner une valeur approchée
de m a 0,01 prés.

Donner 'équation réduite de la droite (AM) .

1° Soit  f(x) = x*~3x+4 et h nonnul.
a) Développer f(1+ h) etcalculer f(1) .

b) Montrer que le_f“) = h-1

2° Soit  f(x) = x>~x% et h nonnul.
a) Développer f(2 + h) et calculer f(2)

f(2+h)—f(2)
h

b) Montrer que = h*+5h+8 .

3°Soit f(x) = 3 et h non nul.
X+2

a) Déterminer f(h-1) etcalculer f(-1) .

fth-1)—f-1) _ -3

b) Mont
) Montrer que T T

O

Pour chaque fonction f , indiquer si elle est crois-
sante sur |, décroissante sur / ou si on ne peut
pas conclure.

1

a)f(x)=x2—4—)_( sur I =]0;+[;

b)f(x)=—)§(+1+)% sur I =]0;+0];
c)f(x)=?§(+x_1_3 sur I =]18;+ ][ ;

d)f(x):—(x-3)2+2 sur [ =[3;+ ][ .
[ Voir chapitre 2, p. 40 ]

On consideére la fonction f définie sur :
l-=;2[VU]2;5]
et représentée par la courbe ci-dessous.

y €
5

a) Dresser son tableau des variations.
b) Lire f(4); f(1) et f(0) .

c) Lire le coefficient directeur de la droite T et
donner son équation réduite.

[ Voir techniques de base, p. Xl |

1° Compléter le tableau de signes de la fonction
f représentée ci-dessus :

X |—oo 2 5

2° Sans utiliser le discriminant, donner le signe de
chaque expression. (On pourra indiquer I'allure de la
parabole.)

A(x) = —x*+4 ;
C(x) = X% - 4x ;

signe de f(x)

B(x) = (x-4)% ;
D(x) = x*+4 .
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Activités préparatoires

Guesmi.B

1. Sécantes a une courbe passant par un point

On considere la fonction f définie sur R par

f(x) = —x?+4 et P sa courbe représentative
dans un repére orthonormal (0 ;7,j) .

On se propose d’étudier le coefficient directeur des
sécantes a 2 au point A(1;3) .

1° Calculer les coefficients directeurs des droites
(AC) et (AB) du graphique.

2° On considere le point M de la parabole % ayant
pourabscisse 1+ h , h estun petit nombre non nul.

a) Montrer que le coefficient directeur de la sécante

(AM) est m:M .
h

b) Que devient m lorsque h tend vers 0, c’est-a-
dire lorsqu'’il devient pratiquement nul ?

2. Couat marginal
Un atelier fabrique des objets. Le co(t total de fabri-
cationde g objets est donné en ligne 3 d’un tableur.

1° Quel est le sens de variation du co(t total ? Lire
les codts fixes.

2° Lorsque I'on a fabriqué 6 objets, le 6° objet codte :
C(6)-C(5) .
Ce co(it est le cot marginal du 6° objet.

a) Comment lire le colt marginal du 6° objet sur le
graphique ? Faire le lien avec les segments.

b) Calculer le colit marginal de chaque objet de 1 a 10.

Quel est le signe du co(t marginal ? Faire le lien
avec le sens de variation du co0t total.

Représenter ce col(t marginal dans un repere
orthogonal.

3. Approximation affine de (1 + x)3

1° Soit f la fonction définie sur R par :
f(x)=(1 +x)3

et g la fonction affine telle que g(x) = 1+3x .

a) Verifier que les courbes WIFDOL)

€; et ‘69 passent par ShAEE LT

A1)~ t=oi-1s
Amye=, 7

b) Visualiser les courbes dragm= 40, TH

€ et €, au voisinage rEcl=1

de A dans la fenétre. rressl

Comment semblent étre ces deux courbes ?

] ClnEiEE
Remarque : une autre approche est vue a I'aide d’un
logiciel, page 151.
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pour x proche de O

c) Effectuer des ZOOM OUT sur le point A .
Sur [0; 1] , quelle est la position de la courbe
€y parrapporta €y ?

2° Une population de 10 000 personnes augmente
durant 3 ans de 2 % par an.

a) Calculer la population au bout de 3 ans.

b) Si on avait appliqué un coefficient multiplicateur

de 1+3x —3- , quelle serait I'erreur commise ?

100
\J
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1. Limite en O. Accroissement moyen

Toutes les fonctions vues en 1€ ES sont telles que, en toute valeur a de leur

ensemble de définition, pour tout réel x proche de a , f(x) est proche “
de f(a) . X)
f(a) A
Autrement dit, si x est dans un voisinage de a , f(x) sera aussi dans
un voisinage de f(a) .
o a X

Limiteen 0
Si f estune fonction définie sur un intervalle / contenant 0, on admet que chercher la limite de f en O revient a calculer
'image de O par f :
lim f(x) = f(0) .
x—0

Vim0
Exemple : Soit f(x) = (x+3)(2x-1) , fonction polynéme définie sur R ; l'. ||||'
f(0) existe,doncsi x—0 ,alors f(x)—>f(0) =((0+3)(2x0-1)=-3 . ‘JII r
Ainsi  lim (x+3)(2x—-1) = -3 . .
x—0 L
Hz0 TR

B Accroissement moyen (%)

définition : a et b étant deux réels distincts de l'intervalle / , I'accroissement moyen de la

fonction f entre a et b estle quotient f(_bg_—g(_a) .
u
Interprétation graphique
_ A
Le quotient M estle coefficient directeur de lasécante  (AB)a y €
b-a f(b) )
la courbe €, représentant la fonction f . )
y
Onnotera 2Y — accroissement des ordor)nees ) ¢ A
Ax  accroissement des abscisses (a) =T  Ax |
En posant b = a+h , avec h un réel non nul, 'accroissement moyen 0 s x
de fentre a et a+h s'écrit: a h b
Ay _ f(a+h) -f(a
Ax h '

Exemple : Soit la fonction carré f définie sur R . Pour a=2 , 'accroissement moyen entre 2 et 2+ h est:

Ay _f@+h)-f2) _ 2+m*-2° _4+4h+h’ -4 _4hsh’ _pA+h) _ 4.,
7 .

Ax 2+h-2 h h h
Lorsque 2 + h est proche de 2, h devient tout petit (pratiquement nul) et 4 + h estpresque 4 .
Ainsi  |Iim (4+h) =4 .
h—0

Cas particulier : coit marginal d’une unité produite
Soit C(q) le colt total lorsque I'on a fabriqué g unités.

Le colt marginal de la g-ieme unité produite est 'accroissement de colt di a cette derniére unité produite,
Cest-a-dire C,(q) = C(q)-C(q-1) .

(*) On parle aussi de taux de variation de la fonction f entre a et b .




APPLICATIONS

Guesmi.B
Calculer un accroissement moyen

B || T La production d’'une machine en fonction de la durée d'utilisation est représentée
ci-dessous. :
Calculer un acc_r0|sse‘ment moyen temps,enh | 0 |05] 1 [1,5] 2 |25] 3 |35 4 |45] 5
entre a et b revient a considérer .
une fonction affine P , et & chercher Er(())(()jucgrc])nt 0|1 [18[22|36|43(48|55| 7 |75]|82
son coefficient directeur : '
P(b) - P(a) T Montrer que les accroissements moyens
b—a ’ ¥~ entre 0 et 2 h et entre 3 h et 4,5 h sont égaux.
L e
! . *EntreOhet2h:
1 7 P2)-P(0) _36 _ g .
Deux accroissements moyens égaux LE . = 2-0 2 7
correspondent a deux segments . Ay soit 1,8 t par heure.
paralléles sur le graphique. LE
o A
: ' “Entre3het45h:
b d— . P(45)-P(3) _75-48 _4g
1 2 3 4 5 45-3 1,5 ’
yu
Calculer le cout marginal du g-iéme objet
[ | B 7 La fonction de coit tota2I pour la fabrication de g chaises est donnée,
en€,par C(qQ) =-q +20g+200 ,pour g € [0;10] .
Soit €(q) le colt total pour q Calculer le colt marginal de la 4° chaise fabriquée.
objets fabriques. Exprimer le colit marginal de la g-i€éme chaise en fonction de q .
Le coilt marginal du g-ieme objet est : « Colit marginal de la 4 chaise : | @ +El-_"'H+f_'IEII3|
Cm(q) = C(@)-C(q-1) . Cpy(4) = C(4)—C(3) = 264-251 = 13 . [4ryrgstinezs

I'._.I

On définit, de méme, le bénéfice
marginal, la recette marginale, ... * Colt marginal de la g-iéme chaise, pour g € [1;10]:

Cn(q) = C(q)-C(q-1)
= - ¢°+20g+200 - (~(g-1)>+20(g—-1)+200) = —2q+21 .

u]

Déterminer une limite en O

[ | B 7 Soit f lafonction définie sur [0; +oo[ par f(x) = X-2
) . o a) Déterminer la limite de f en 0. X+ 1
Pour déterminer la limite en 0 d’'une
fonction f : b) Exprimer Q(h) = w en fonction de h non nul.
'f(S(;) f('%)t _existe, alors on calcule Déterminer la limite de ce quotient quand h tend vers 0.
o . o x-2 _0-2
i — . a) Comme f(0) existe, lim X == =-2
x“Lno F(x) = 1(0) ; ) ©) x—0X+1 +1
. . ) _2+h-2 _ h _2-2 _
;Sslir(r)]s"sfti;/flleur|nterd|te, on cherche b) f(2+h) = 5TPT1 - Fi3 et f(2) = 507 = 0
: . _f(2+h)—f(2)_(h )1_ o1 _ A
D'ou h) = = —0|x=- = X e =
Qi h h+3 h h+3 B h+3
Les autres cas sont traités au chap. 9, Le quotient Q(h) n’existe pas quand h=0 , mais, apres simplifica-
p. 228 . tion par h, on obtient :
. . 1 1
im Q(h) = lm —— =2 .
h—0 (" h-oh+3 3
u
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2 = Nombre dérivé en a et tangenteen A

B Nombre dérivé en a

définition : Si le quotient

L’w tend vers un nombre lorsque h tend vers O,

alors la fonction f est dérivableen a .

La limite de ce quotient est le nombre dérivé de fen a .Onlenote f'(a) .

Autrement dit  lim flath) -f(a) _ f'(a) .
h—0 h

Remarque : Si la limite en 0 est infinie, ce n’est pas un nombre, donc la fonction ne sera pas dérivable en a .

Cas particulier : coit marginal instantané
Soit C(q) le colt total pour des grandes quantités d’objets, ou des quantités divisibles (ent, en kg, en L ...).
On admet que le colt marginal instantané au niveau g est assimilable au nombre dérivé du colt total
en g Cpn(q) =C(q) .

Interprétation graphique

Soit f une fonction dérivable en a et €; sa courbe représenta- d M
tive ; A lepointde €, d'abscisse a et M un pointmobile de €/ f(a+ h) /
d’'abscisse a+ h , avec h proche de 0.
Sileréel h tend vers 0 f(a) 7 A
alors l'abscissede M tend vers I'abscisse de A f
et le point M se rapproche du point A
le quotient wg—)‘(a) tendvers  le nombre f'(a)
donc la sécante (AM) se rapproche de la droite T o a a+h X

B Tangenteen A

définition : La tangente a la courbe €, au point A d’abscisse a est la droite passant
par A dont le coefficient directeur est le nombre dérivé de fen a .

Son équation réduite est y =1f(a) (x-a)+f(a) .

coefficient directeur J coordonnées de A

Remarques : La tangente a une courbe en A touche la courbe en A .

Si on fait un « zoom » autour du point A , la tangente semble confondue avec la courbe.
Si f'(a) = 0 , alors la tangente en A est horizontale.

B Approximation affine

théoreme admis : La tangente en A & la courbe €; est la représentation d’'une fonction
affine g . On admet que la fonction g est la meilleure approximation affine de f en a .

Autrement dit, pour un réel x proche de a , Iimage f(x) estprochede g(x) :

f(x)=f'(a) (x—a)+f(a) .
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APPLICATIONS

Calculer un nombre dérivé par la définition

[n]
[ | [ |
Pour calculer le nombre dérivé
de fen a:

— oncalcule f(a+h) et f(a) ;
— ondivise f(a+h)-f(a) par h;

— on simplifie par h ;

— oncherche la limite de 'expression

quand h tend vers 0

(en général, on remplace h par 0).

Soit  f(x) = X4TX définiesur ]1; + o [ .Calculer f’(3) .
f(3+h) = (‘;i3h+)f)1 =B o 9 =3%3=56.
(oo o et o
im —2 - =2 __1 Dot £(3)=-1

Utiliser la calculatrice pour obtenir un nombre dérivé
e Avec T.l. 82 Stats ou 83 ou 84

¢ Avec Casio 35+ ou 65

FlafL [1afi [1nF:

FI-arly Frume 1=

En LB, =1
Revenir a I'écran ALEr Tt 1t R, s
de calcul par nEH.:: :'.E".'E‘?@E.S
] |
g

nDeriv( par 8:nDeriv(

Y1 par Y-VARS 1:Function 1:Y1 .
/A La calculatrice donne souvent une valeur appro-

chée, qu’il est nécessaire d’arrondir.

el - LR i

aR
En (MENU ﬁ

Revenir a I'écran Z
de eV Le 20
de calcul par -1

;:I;,i'l- 4 fur''y. 7.0 _ GO0
-
MENU ¢:J

- i - Amooob OIS
d/dx par (OPIN) [CALC/ [d/dx]

Y1 par (VARS) [GRPH) [ Y | , puis (1) .

Déterminer Péquation réduite d’une tangente

. =]

La tangente & une courbe %; au
point d’abscisse a est la droite de
coefficient directeur f’(a) , nombre
dérivé de fen a , et passant par
A(a; f(a)) .

Donc, pour obtenir I'équation réduite
de la tangente :
on calcule f'(a) , puis f(a) et on
écrit :

y = f'(a)(x-a)+f(a) .

Nom

Lafonction f: x +— X4—X1 sur ]1;+ e [ estreprésentée parlacourbe € .

Déterminer les équations réduites des tangentes T et & a la courbe € , respec-
tivementen A et B .

a) Comme f’(3) =-1
et f(8) =6,

alors la tangente T a pour
équation :

y =f(3) (x-3)+1(3)
< y=-1x-3)+6
S y=-x+9 .

b) Par lecture graphique :

1
f’ = - _
(5) i et

f(5) =5 ;
la tangente & a pour
équation :

y —%(x—5)+5

DN W A OO N o © <

—_

S dxs B

377

e y=

o
-
N
W
~
o1
»
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3. Fonction dérivée et sens de variation

Une fonction f est dérivable sur un intervalle / lorsque, pour tout réel x de lintervalle, le nombre dérivé de f
en x existe. Cela permet de définir une nouvelle fonction, dérivée de f .

B Fonction dérivée f’

La fonction f’ qui, a tout réel x de l'intervalle / , associe f ’(x) , nombre dérivé de fen x ,
est la fonction dérivée de f sur /.

Interprétation graphique

Dire que f est dérivable sur [ signifie que, en tout réel x de [, la 7

courbe € , représentant la fonction f , admet une seule tangente,

de coefficient directeur : ‘6\
f(x+ h)—f(x)

f’ =i .
(x) hILno h 0

Conséquences
On considereunréel h>0 ettelque x+he /.

Pourtoutréel xde I, x+h>x:

esi f est croissante sur [, alors f(x+ h) = f(x) ; donc le quotient

f(x+ h)—1f(x)
h

est positif ; ainsi la

f(x+h)—f(x)
h

dérivée sera positive. De méme si h < 0 , le quotient reste positif.

e si f est décroissante sur / ,alors f(x+ h) < f(x) ;donc le quotient est négatif ; ainsi la dérivée sera négative.

On admet la réciproque.

B Théoréme fondamental

théoreme admis : Soit f une fonction dérivable sur un intervalle / .
* Si la dérivée est positive sur / , alors la fonction f est croissante sur / .
* Si la dérivée est négative sur / , alors la fonction f est décroissante sur / .

¢ Si la dérivée est nulle en toute valeur de [ , alors la fonction f est constante sur / .

Remarque : Par I'étude du signe de la dérivée, ce théoréeme donne le sens de variation d’une fonction.
Cependant, il faut garder en mémoire les cas particuliers : fonction polynéme du second degré et somme de fonctions
de méme sens de variation, vus aux chapitres 4 et 2.

théoréme : Soit f une fonction dérivable sur un intervalle [a; b] .
Si la dérivée s’annule en changeant de signe, la fonction admet un extremum sur [a; b] .

X |a @ b X |a @ b

f’(x) - 0 + f’(x) + 0 -

£(x) T — £(x) /mVaXimum\‘

minimum




APPLICATIONS

Reconnaitre une fonction non dérivable

f est dérivable sur un intervalle
lorsque sa courbe €; a une seule
tangente, non verticale, en tous
ses points.

® Sila courbe présente un sauten a ,
pour x prochede a ,onnapas f(x)
proche de f(a) .

® Si la courbe présente une cassure
en A d'abscisse a : il a deux tan-
gentes a la courbe € en A .

Nom

Expliquer en quoi ces trois fonctions ne sont pas dérivables sur [0; 6] :
@ co(t de production, en k€, en fonction de la quantité ;
() distance parcourue par un véhicule en fonction du temps ;

(©) fonction racine carrée x — /x .

Cl@ (@
44 41
sl — 4l

1</ 14 1._/,/Y=//7(

a

0) y

ol 12 6g O] 12 6t O 1 2
* Si la tangente en A est verticale,
elle n'a pas de coefficient directeur. (@ En 2, ily a un investissement supplémentaire.
. - En 2, le véhicule a changé brusquement de vitesse.
La courbe d’une fonction dérivable est ® g. q
« lissée » sans saut, ni cassure. (©) En 0, la tangente est verticale, car :
im A= _ i AP o
hso h h—>o0 h h—o0 ,/h
yu}
Reconnaitre la courbe de la dérivée y
L
B B | Soit f une fonction dérivable sur R |
connue par sa courbe € ci-contre.
Pour reconnaitre la courbe de la dérivée, A
on vérifie que :
* pour tout intervalle ol la fonction fest L'une des courbes €, , ¢, ou €y
croissante, la dérivée f’ est positive, ci-dessous est celle de sa dérivée f’ . 1
c’est-a-dire que la courbe de la dérivée } Of i 4 XV\ X
est au-dessus de I'axe des abscisses, Laquelle ? T
et, sur tout intervalle ou f est décrois-
sante, la dérivée f’ est négative ; y y y
® si une tangente a €, est tracée, on
lit son coefficient directeur f’(a) , 1 4 /m
et f’(a) est I'ordonnée sur la courbe X I |
de la dérivée au point d’abscisse a . \O1 1 \ O 1 4 X o 1 4 X
+3
D’apres le sens de variation de f, f est décroissante sur ] — oo ; - 1]
Si on sait que 'une des courbes est etsur [3;+ [ ; donc la courbe de la dérivée doit étre située en
correcte, on justifie que les autres ne dessous ou sur I'axe des abscisses pour ces intervalles : ce n’est pas le
conviennent pas. cas de la courbe ¢,
Sur [-1;3] , la fonction f est croissante, donc la dérivée est
positive : €, et €5 peuvent convenir.
En A d'abscisse 4, la tangente & la courbe €, a pour coefficient direc-
teur—3;donc f'(4) = -3 .
Or €5 passe parlepoint (4;-3) ;cenestpaslecasde ¢, .
Donc €, estla courbe dérivée de la fonction £ .

re derive. Fonction dérivée




4. caicul de dérivées Guesmi.B

B Dérivées usuelles

fonction f fonction dérivée f validité
f(x) =k f’(x) =0 k nombre réel ; xe R
f(x):x2 f(x) =1 XE R
f(x) = X f'(x) = 2x iy xe R
f(x) = x f'(x)y =n-x X€ R;n entiertelque n=2
, XE ]O;+[ OU XE ]—;0]
f(x)=)1( f(x):_l2
X
1 , XE ]O;+[ OU XE ]—0;0]
f(x):—2 f(x):—g3
X1 , X n n entier non nul
f(X)z)j f(x):—Xn+1 XE ]0;+[ OU XE ]-;0]
, 1
f(x) = Jx fi(x) = — XE |0+
(x) = Jx >/ ] [

Exemple de démonstration :

Soit  f(x) = lz .Pourtoutréel x nonnul, xet x+h sontdans J]O;+ o[ oudans ]—e ;0] :

b's
2 2 2 2
fxsh) = 1 et fox) =5 ;dob fix+h—fox =X X -2xh-h ___—2xh-h
X" +2xh+h X x(x +2xh+h) X (x +2xh+h)
Ainsi f(x+h)-f(x) _ 1)( 4,h’(—§x—h; S
h Bt rox®h+ xPh
Or lim — —2;(—h2 2=_24X=_£3. D’ou f’(x)=__§.
h=0 x*y2x°h+x“h X X X

B Dérivée d’une somme

Soit u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle [ .

La dérivée d’'une somme est la somme des dérivées :si f = u+v ,alors " =u’+v’ .

Démonstration : Pour tout réel x de /| et h#0 ,avec x+he | :

fx+h) —f(x) _ ux+h)+v(x+h-—ux)-v(x) _ u(x+h)—u(x)+ V(X +h)-v(x)
h h h h '

Or u et v sont dérivablesen x : lim ux+ - ux) _ u'(x) et lim vix+h-vix) _ v(x) .
h—0 h h—0 h

Ainsi  lim
h—0

L’w = u’(x)+ v’'(x) .Celasignifie que f'(x) = u’(x)+Vv'(x) .

B Dérivée du produit par un nombre

Soit v une fonction dérivable sur un intervalle / et k un nombre réel.

4

La dérivée de k u est k foisladériveede u : si f =k u ,alors f =k u

Conséquence : Une fonction polyndme est dérivable sur son ensemble de définition.
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APPLICATIONS

Calculer la dérivée d’une somme

Pour dériver une somme, on dérive
chaque terme.

* Un nombre « isolé » a pour dérivée
0.

* Pour le produit par un nombre d’une
fonction u , on « garde » le nombre
et on dérive la fonction usuelle.

X u(x) .

A UX _ 1
k k
o Ladérivée de x" est nx"'

quand on dérive, on perd en
puissance.

o

4 5x° %:3 1
Soit  f(x) = x 7%79“4 et g(x) = "‘*T“ définies
sur R . Calculer leur dérivée.
_ 4 5x2 - .
°Pour f(x) = x —7—9x+4 , dérivable sur R :
f(x) = 4x3—gx2x—9 = 4x®_5x-9 .
X2 +3x+1
e Pour g(x) = _T , dérivable sur R :
2 2
, _=3x"+3 _ —x"+1
g'(x) = 6 =

Vérification a la calculatrice non formelle :
T.l. 82 Stats, 83 ou 84 (voir p. 143 et ex. 98, p. 165) :

Flall K4l Kol o 'Ae H_
RR TS T Rt ) 4 ‘¥
hd L e
NI - B IR R H N :
' ' . ; [ B | L]
K BT g e N . ¥ PP
) 4 ki Ll 1)
- [ [ [T
I RO - =T o

Etudier les variations d’une fonction polynome

Pour étudier les variations d’une
fonction polynéme a laide de la
dérivée :

(1) on précise l'ensemble de dérivabilité ;
(2) on calcule la dérivée ;

(8 on étudie le signe de la dérivée,
souvent dans un tableau de signe
sur R ;

(4) on applique le théoreme fonda-
mental.

/\ Si on demande d’étudier les varia-
tions, on conclut par des phrases.

Penser a dresser le tableau des varia-
tions sur I'ensemble de définition
donné.

Nom

o

f(x) = —x°>—15x® + 6 000x — 50 000 définie sur

Etudier les variations de f . Préciser son maximum.

Soit [0;+].

(1) fest une fonction polyndéme, dérivable sur son ensemble de
définition [0;+ o[ .

(2) Dérivée :  f'(x) = —3x°-30x +6000 , du 2° degré.
(3) Signede —3x°-30x+6000 . A=b’—4ac = 72 900 .

Deux solutions x; = 40 et x, =-50 .
a = — 3 négatif, la parabole est tournée vers le bas.

_50/:\40 ‘ X -50 0
[ 0

— oo

) O
(4)Sur [0;40] , la dérivée est positive, donc la fonction est
croissante ; sur [40; + « [ , la dérivée est négative, donc la fonction est
décroissante.

Tableau des variations sur [0 ; + [ :

En 40, la dérivée s’annule en changeant
de signe (positive, puis négative), donc
la fonction admet un maximum :

X 0
(x)

f(x)

40
0

+ oo

n ~
/ \. f(40) = 102 000 .

Remarque : si la fonction f représente un bénéfice en €, ce bénéfice est
maximal pour une quantit¢ x=40 ;il vaut 102 000 €.

re derive. Fonction dérivée
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B Dérivée d’un produit

Soit u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle / , de dérivées u’ et v”’.

La dérivée du produit u v estlasomme wu'v+v'u ;

(dérivée du 1°" facteur) x (2° facteur) + (dérivée du 2 facteur) x (1°" facteur) .

- 2 . 2
Cas particulier : Comme u~ = uxu ,ladérivéede u” est u'xu+u'xu=2u'u .

Démonstration : Soit x unréelde /et h=0 telque x+he | .

ux+h) vix+h)—u(x) v(x) _ u(x+h) vix+h)-ux) v(x+h) + V(X + h) u(x)-v(x) u(x)
h h h

_ U(X+h)_u(x)><v(x+h)+ V(X+h)_v(x)><u(x) .
h h
Or lim ux+h -ux) _ u'(x) ; lim v(x+h) =v(x) et lim vix+h -vix) _ v(Xx) .
h—0 h h—0 h—0 h
D’ou hlimo u v(x+hl-)'—u vx) _ U'(X)XV(X)+ Vv (x)xu(x) .

B Dérivée de l’inverse d’une fonction, d’un quotient

Soit u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle / , de dérivées u’ et v’, et v ne
s’annulant pas sur / .
14
La dérivée de I'inverse de v est —-‘-/5 ; la dérivée de
(v)

u uv-v'u

est
(v)?

Ces formules se démontrent comme les précédentes.
Pour mémoire, on emploie la formule du quotient 5‘; lorsque la variable apparait en haut et en bas du trait de fraction :

(dérivée du haut ) x (le bas) — (dérivée du bas) x (le haut)
(le bas)2

B Approximation de n hausses successives

théoreme admis : Soit n un entier naturel et t un taux d’augmentation faible, de I'ordre de 1 %.

Une valeur subit n hausses successives de t% , alors approximativement cette valeur a
augmenté de nt% .

Exemple : On place 1 000 € au taux mensuel de 0,25 %.
On peut dire que, au bout d’'un an, ce capital a augmenté approximativement de 3 %, car 12 x 0,25 = 3.
D’aprés les théoremes vus au chapitre 1, p. 16, en réalité le coefficient multiplicateur mensuel est 1,0025 ; donc le
coefficient multiplicateur global sur un an est :

12
CMggpg = 1,0025'° = 1,0304...

4 ; 1.00°25°10
Pour 1 000 €, I'écart n’est que de 0,42 €. . 0AEpd)cacT

3 R ) , Fimz+ ] D00
On démontre ce théoreme pour n=2 ou n=3 (voir exercices 33 et 101). 1050, d]15E5T
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APPLICATIONS

Calculer la dérivée de fonctions

Reconnaitre la forme donnée :

e un produit de deux facteurs conte-
nant tout deux la variable :

f=uv,alors f =uv+Vv'u ;

e un quotient ou la variable n’apparait
qu’au dénominateur :
-kv .

2 b

(v)

f = ,alors f’ =

<Ix

e un quotient ou la variable apparait
en haut et en bas du trait de fraction :

’ ’
f=U alors f’=w_
v
(v)

o

Soit f(x) = (1 —3x)(x2—4) définie sur R,

h(x) = 1-3x

g(X) = - et p
X —

définiessur ]12;+ oo [ .

X -4
Calculer leur dérivée.

u(x) = 1-3x et y(x) = x*—4

u'(x) =-3 et v/(x) = 2x
(3P -4) + (2x)(1-3x) = - 3x°+12 +2x — 6x°
—ox?+2x+12 .

3 oooo
° g(x) = 5 . nombre
x“ -4 en haut

e f(x) = (1-3x)(x*-4) {

Alors f’(x)

pour x€ ]2+ e[, x°—4%0 .
Alors g’(x) = —3><(2);) - —6x 5 -
xX*-4)° (x*-4)
1-83X oooo x en haut
* h(x) = 74 0000
Alors (x) = C 3)(x*-4) - (2x0)(1-8x) _ 3x°-2x+12

(x2-4)° (x2—4)°

Etablir le lien entre coiit moyen et coit marginal

¢ Le colit moyen est le quotient du
co(t total par la quantité :

Cu(@) = @ .

Graphiquement, le colt moyen est
la pente de la sécante (OM) ,
ou M décrit la courbe de co(t total.
e Le cout marginal est assimilé a la
dérivée du co(t total :

Cn(q) =C'(q) .
Graphiquement, le colt marginal
est la pente de la tangente a la
courbe de colt totalen M .

C(q

Nom

=]

Soit C(q) = q3+10q+250 , colt total de production, en k€, pour des
quantités q ,entonnes, g € [0;9] .
Déterminer le colt moyen et le colt marginal.

Dresser le tableau des variations du colt moyen et vérifier que lorsque le colt
moyen est minimal, le colt moyen est égal au colt marginal.

Le colt moyen est définisur 10;9] par:

3
Cy(q) = C(q) _ g +10g+250 _

q q
Le colt marginal est définisur [0; 9] par:

C'(q) = 3q2+10 .

2 250
g +10+=— .
q

La dérivée du colt moyen est :
250 _ 2¢°-250 _ 2(¢°-125) _2(q°-5%)

Cu'(q) = 29-=; 3 2 3
q q q q
Comme la fonction cube est croissante sur R, si g=5 , alors
q3 =5 Doule signe de la dérivée du colt moyen.
g o 5 9 Le cogt moyen est minimal en
Ch@|] - o0 < G =2 -
Or Cy(5) =5°+10+<2 = 85
Cu (@) \ /’ M , 5
et C’'(5) =3x5"+10 = 85 .

Lorsque le colt moyen est minimal, il est égal au colt marginal :
ici 85 k€ par t ou 85 € par kg.

re derive. Fonction dérivée




FAIRE LE POINT

A 4

NOMBRE DERIVE DE f EN a ET TANGENTE

f(a+ h)-f(a)
h

Ce quotient est 'accroissement moyen de f entre a et a+ h .

e f'(a) estla du quotient quand h tend vers 0.

vi
* Le nombre dérivé f’(a) estle coefficient directeur de la ¢
tangente a la courbe €; aupoint A d'abscisse a . A T

f
* La tangente est la représentation d’'une fonction affine g : @
cette fonction est
de la fonction 7 en a . o a S
FONCTION DERIVEE

La fonction qui, a tout réel x d’un intervalle, associe le nombre dérivé de f en x est la fonction
dérivée f .

On admet que toutes les fonctions polyndmes et rationnelles sont dérivables sur tout intervalle ou elles
sont définies.

" savoir | Commentraire? |

calculer un nombre
dérivé a partir
de la définition

calculer
la fonction dérivée f
d’une fonction f

déterminer

I’équation réduite
de la tangente en A

étudier
le sens de variation
d’une fonction

rechercher
un extremum

On exprime la différence f(a+ h)—f(a) en fonction de h , on la divise
par h eton

Lorsque h tend vers 0, on obtient le nombre dériveé.

On regarde la forme de la fonction :
e sic’estunesomme: f = u+v ,alors f = u +v’ ;

k u ;
uv+v'u;

e sic’estunproduit: f = k u ,alors f’ =
ou f=uv ,alors f =

e si c’est un quotient: f = % ,alors f' = % ;

— kv’
(v)?

uv-v'u
(v)?

ouf=§,alors f = ; ou f=%,alors f =

On calcule le nombre dérivé 7' (a) , avec la formule f'(x) ;
on calcule f(a) ,ordonnée du point A ,avec I’expression f(x) de la fonction ;

on applique I’équation réduite d’une droite :
y=1f"(a)(x-a)+ f(a) .

On étudie le signe de la dérivée sur I'intervalle I de définition et on applique
le théoreme fondamental :

¢ si la dérivée est positive sur / , alors la fonction est croissante sur / ;

¢ si la dérivée est négative sur / , alors la fonction est décroissante sur / .

Sur un intervalle, Ia ou la dérivée s’annule en changeant de signe, la fonction
change de sens de variation et elle admet donc un extremum sur cet intervalle.



\
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VISUALISATION DE LA FONCTION DERIVEE A L’AIDE DE GEOPLAN

On se propose de construire point par point la courbe de la fonction dérivée d’une fonction f , en déterminant
une valeur approchée du nombre dérivé en tout réel.

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = “x+3x+2 et €; sa courbe représentative.

a) Créer une variable x :
Crear| / Mumérigee| / Derishie réeile iibre dans wn interosiin |

Bornes: —44 Nom de la variable : x

Ham die la Tarlakis lll-r'l-l-r:ll

Expreanian ds 14 fanction
— i

a JeXa=T
Hem dr Ta fTesciisn
Crear| / Mumiriges| / Fomclion sumbrigen] / 01 wariawis|

Crear| / Ligee| / teurks| / Graphs d*une tenction g6k crése L L b
et valider I'écran ci-contre par _%k | . Persey {rmi -3 247 1H4

Crear| / Point] / Pednd cepécs| / Bans i ples)
Abscisse : x Ordonnée: f(x) Nom du point: A

b) Créer la fonction f et sa courbe €, :

Mamhii® de palstses | (0OD
am e 18 Faarhs 'FF-.

a) Créer le point de la courbe €, d’'abscisse x+0,0001 , de la méme maniére que A , etla droite (AA") :
l.'-l'tﬂ'| / _I.mg] / Wroligisl| / DErimie Elré!ﬁhtll : AAT .
b) Piloter le réel x au clavier par Fiteter] / Pilatar uw slauier | et sélectionner x .

c) Questions

Que représente cette sécante (AA”) pourla courbe €; lorsque A’ esttrés prochede A ?
Que représente le coefficient directeur de la sécante (AA”) pour la fonction f ?

Pour quelle valeur de x , la sécante est-elle paralléle a I'axe des abscisses ?

a) Créer m , coefficient directeur de la sécante (AA’) :

Criar| / thi'l'l!lu| / Ewlcul gewmairigun| / Cesifigioni dirssisur |

et valider I'écran ci-contre.

Bam s 1a draile;

i
Hum s vowifiviFel diswiives F‘

b) Créer le point M(x ; m) dans le repére du plan.
Pour suivre la trace du point M : Afficker| / Séisction Trace]

et sélectionner le point M . Appuyer ﬁ de la barre d’outils.
On obtient la figure ci-contre.

c) Questions ,"ﬁ \\

* Quelle semble étre la nature de la courbe décrite par le point M ? -I -"'}l'_l ’ 5,
L

e Lorsque la droite (AA”) est horizontale, ou se situe le point M ? ‘ll

. |
* Faire le lien entre le sens de variation de la fonction f et le signe | /'I |I
du coefficient directeur de la droite (AA") . = ||I ,
Ou se situe alors le point M ? \ =afa k

- FEAELA W s ImsCE LA &
* Modifier la fonction f par ._I’J et "'j";__"}L'F" —_ 3
reprendre les questions précédentes. - : ! | \

Nombre dérivé. Fonction derivee
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LA PAGE DE CALCUL

[ | 1. Calcul algébrique [ |
0 Développer: A(x) = (2+ x)2 -2(2+x)-4 ;

B(x) = —2(- 3+Xx)%+3(- 3+x)+27 ;
Cx) = (x-1)°-3(x-1)

a Réduire au méme dénominateur :

_ 1 3. _2x+5 5 .
A = =g B =723
C(X)=X—1_2x—3+§

X+2 42 05 X

e 1° Soit  f(x) = X2 - 3x+2 . Développer :

a) f(2+h) ; b) f(-3+h) ; c)f(1-h) .
2° Soit f(x) = )_(.)Z(.g . Déterminer :
a) f(1+h) ; b) f(-2+h) ; c) f(3+h) .

0 Soit f(x) = ;i); définie sur R\ {1}.

Mettre sous forme d’un quotient :
a) f(2+h)-f(2) ; b) f(-2+h)-f(-2) ;

0 f(h),—7f(0) , d) f(3+hl3—f(3) _

[ | 2. Etude de signe [ |

0 Sans utiliser le discriminant, donner le signe des
expressions suivantes. On pourra indiquer I'allure de la
parabole.

A(x) = x4 ; B(x) = (x—3)2+1 ;
C(x) = —x?+3x ; D(x) = —(x+1)2—2 ;
E(x)=x2+9 ; F(x)=x2—5 .

0 Etudier le signe des trindmes & I'aide du discrimi-
nant, sans calculatrice.

A(x) = x> +3x-4 ; B(x)
C(x):—x2+x+2 ; D(x)

2x2—x—3 ;

—3x2+4x+5 .

a Etudier le signe des trindmes :
A(x) = 4x2—3x+5 ; B(x) = — 0,2x2—5x ;

C(x) = —100x% + 403x - 12 :
D(x) = 0,03x°+8,5x 500 .

J

0 Ecrire sous forme d’'un quotient et étudier le signe &
l'aide d’un tableau :

1
A I B = 1
(X) X 3 (x) e
Cx) = -1 ; D(x) = —1_+4 .
X (x+1)

3. Lectures graphiques [ |
0 Soit € la courbe \(
représentative d’'une c
fonction f .

Lire le coefficient directeur
de chaque droite tracée :
(AE) , (BC) , Ty,
Tg , Tg et Ty .

[ 1
//{501

m Dans un repere orthonormal, tracer chaque droite
connaissant un point et son coefficient directeur.

@1:A(2;3)etm=—‘_‘;@2:5(5;1)etm=%;

3:C(-2;4)etm=-1;%,: E(-1

X

;—1)et m=2.

m 1° Dresser le tableau des variations de la
fonction f de I'exercice 9.

2° Résoudre graphiquement, en expliquant :

a) f(X) < - 2x b)f(x):";r3 .

@ Soit f la fonction représentée par la courbe €,
ci-dessous et définie sur R\ {0} et g lafonction définie

sur R et représentée par la courbe € .

y
51

s
N

1° Dresser le tableau des variations de f etde g .

2° Résoudre graphiquement, en expliquant :

a)f(x) =g(x); bf(x)<3; ¢ gx)>-2.
3° a) Dresser le tableau de signes de f(x) et celui de
g(x) .

b) Etudier le signe de f(x)-g(x) .




1. Limite en 0. Accroissement moyen

[ | 1. Questions rapides [ |

@ Q.C.M. Donner les bonnes réponses.

1° Soit f(x) = 8XX+‘33 définisur =3+ oo .

Sa limite en 0 est :
a-1 bg ©8 d infinie
2° Soit f(x) = Jx-4 .Salimite en 0 est:

@a-4 (b-2 (c) n'existe pas (d) infinie

2
3° Soit  f(x) = _Xz—;&( . Salimite en 0 est :
@0 b3 (c) infinie

m VRAI ou FAuUX ? Justifier.

Le graphique présente les captures de poissons par an,
en millions de tonnes.

(d) n'existe pas

20 millions
18- de tonnes

12+ Japon

6+ Chine

1980 1982 1984 1986 1988 1990 1992 1994 1996 1998

1° L’accroissement moyen des captures pour la Chine entre
1980 et 1998 est plus important qu’entre 1990 et 1998.

2° Sur[ 1980 ; 1987 ], I'accroissement moyen des captu-
res est pratiquement le méme pour la Chine et le Japon.

3° L’accroissement moyen sur [ 1995; 1998 ] pour la
Chine est le plus fort.

[ | 2. Applications directes [ |

[ Calculer un accroissement moyen, p. 141 ]

G Le nombre d’intermittents du spectacle
indemnisés par 'Assedic était de 41 000 en 1991 et
de 104 700 en 2003.

Nombre dérivé. Fonction dérivée

Calculer 'accroissement moyen annuel arrondi a la
dizaine.

Si la tendance se maintient, calculer le nombre
d’intermittents indemnisés en 2007.

@ Les loyers sont indexés sur I'indice du colt a
la construction, indice base 100 en 1953.

On donne quelques valeurs de I'indice :

année |1960(1973|1979 /1984|1993 | 1999 | 2003

indices | 142 | 271 | 521 | 811 |1 016|1 072|1 200

Comparer les accroissements moyens sur :
[1960;1973], [1973;1984] , [ 1984 ;2003] .
0

[ Calculer le coiit marginal du q-iéme objet, p. 141 ]

@ Soit C(q) = q2 + g+ 80 un colt de pro-
duction, en €, pour g entier de 0 a 20.

Calculer le colt marginal du 3° objet, puis du
10° objet.

Exprimer le colt marginal du g-ieme objet en fonc-
tion de g , pour g entier de 1 a 20.

@ Dans un atelier fabriquant des objets de
luxe, le colt total de fabrication de g objets identi-
ques est donné, en €, par :

C(q) = ¢°+2g°+1000 .
Calculer le colt marginal du 4° objet, puis du
7° objet.
Exprimer le colt marginal du g-ieme objet.

[ Déterminer une limite en 0, p. 141 ]

@ Déterminer les limites :

a) lim @x-1)(x+1)+1 © b) lim 2__x_ :
x—0 X x—=0 X
c) lim (x2—3x+2) ; d) lim (x"-4) ;

x—0 X —

e) Iim1 (x+4)(2x-3) ; f) Iimo —X2(X+1) ;

g) lim (—x2+x+1) ; h) Iim1 (x2+x) .
X =

X—>-2



Guesmi.B

@ Soit f(x) = x?—3x  défini sur
[0;+e].
a) Déterminer la limite de f en 0.

b) Exprimer en fonction de h :

Q) = f(14-f2-—f(1) ’

puis calculer lim Q(h) .
h—0

@ Soit f(x) = o définisur | -3 ;+] .

X+3
a) Déterminer la limite de f(x) quand x tend
vers 0.
b) Exprimer Af= f(—1+ h)—-f(- 1) en fonction
. . Af
de h , puis calculer Iim =— .
P h-o h

3. Lien avec les fonctions
[ | . [ |
affines

@ L'indice du co(t a la construction depuis 1960 est
représenté ci-dessous.

1300~mdlce

1200 :
1100 C/

1000+ (/////’—’rﬁ
9004

B
8004

700+
600+
500+
400+
300+ A
200+ :

|
I
vvvvvvvvv e G e |

100
1960 1970 1980 1990 200 2010

On utilise les valeurs données en exercice 16, et on
prend x=0 en 1980.

1°Sur [-7 ;4] , calculer 'accroissement moyen de
l'indice et en déduire une fonction affine f qui appro-
che cet indice.

Si la tendance s’était maintenue, quel aurait été I'indice
en 1993 ?

J

2° Déterminer la fonction affine g telle que :
g(4) =811 et g(23) = 1200 ,sur[4;23].

Cette fonction donne-t-elle une bonne approximation de
lindice ?

Comparer avec la fonction affine h représentée par la
droite (CD) .

@ Soit  f(x) = x°+3x° définisur [0;+oo] .

1° Visualiser sa courbe €, a I'écran d’une calculatrice
dans une fenétre :

XE[0:5] et YE[0:20].

Quel est le sens de variation de f ? Le justifier a 'aide
d’'une somme de fonctions.

2° Calculer f(3)-1f(2) , puis déterminer la fonction
affine g telle que :

g@3) = f(3) et g(2) =1(2) .
Visualiser sa courbe (69 et commenter.

3° Faire de méme pour la fonction affine k ayant les
mémes images que f en4eten5.

m Soit C(x) = 0,1x2+4x+10 sur [0;20],
cout total de production de x kg de produit.

1° a) Etudier le sens de variation du co(it total et indiquer
les valeurs extrémes.

b) Exprimer le col(t moyen C,, en fonction de x sur
]0;20] et déterminer son sens de variation.

Onrappelle que C(x) = %’Q .
c) Soit D(x) = C(x)-C(x-1) .
Exprimer D(x) en fonctionde x .

Quel est le sens de variation de cette fonction D ?

2° a) Calculer le colGt marginal C(10)-C(9) du
10° kg produit.

b) Déterminer la fonction affine f, telle que :
f(10) = C(10) et f(9) = C(9) .
Calculer f(10,1) et £(9,9) .

c) Exprimer en fonction de h .

C(10+ h) - C(10)
h

Comparer la limite de ce quotient quand h tend
f(10,1) - f(10)

vers 0 a
0,1

et au colt marginal du

10° kg.



2. Nombre dérivé en a

[ | 1. Questions rapides [ |

@ Q.C.M. Trouver foutes les bonnes réponses.
On considere la fonction .
f définie par : J,i':‘h.\\
2 : D
f(x) = —x"+3x+4 ]f \:“‘H-\__
et €; sa courbe : '

les points sont des points
a coordonnées entieres.

1° Le nombre dérivé de f en 2 est:
f(2+h)-£(2)

h
(b) le coefficient directeur de &

(a) le quotient

2° f’(0) vaut:

a lim M=% 5 _hiz ©3
~ h-0 h - -
3° Le nombre dérivé de f en 3 est:

(a) positif (b) négatif (¢ f@if%;@

4° Le nombre dérivé de f est:

(@ nulen 1 (b)nulen4 (c) jamais nul

[ | 2. Applications directes [ |

[ Calculer un nombre dérivé par la définition, p. 143 ]

m Calculer le nombre dérivé de fen a .

1° f(x) = ~x°+x+1 ena=2 , puis en
a=-1.

2° f(x) = (x+3)(2x-1) en a=-1.

Q Méme exercice.

4 .
1° f =—"_ ena=-1,puisen a=2 .
) X+2 put
2° f(x)=X_3 en a=0 ,puisen a=1 .
X+ 1
3°f(x)=;£1( en a=4 ,puisen a=2 .

Nombre dérivé. Fonction dérivée

et tangenteen A

@ Calculer le nombre dérivé de fen a .
1

1° f(x) = i a réel non nul.

2° f(x) = x° , a réel.

3° f(x) = ls , a réel non nul.
X

[ Utiliser Ia calculatrice
pour obtenir un nombre dérivé, p. 143 ]

@ 1°SurT. I

R P T T A

Quels sont les nombres SPILE TRT I S
dérivés demandés e g e 3R R
ci-contre ? 1! o

. adermy RS
Les calculer et inter- s
préter les valeurs obte- JIN= A R IR T
nues. LA B2,

Comment obtenir un résultat plus explicite ?

2° Sur Casio. Donner les nombres dérivés deman-
dés ci-dessous ?

[EEXE ERRCLE I e
(EESE L R ST E
drden 1 —Hf w20

RET PR R I

el - nviel e L -
]

@ A la calculatrice, calculer les nombres
dérivés demandés en exercices 26 et 27.

]

[ Déterminer I’équation réduite
d’une tangente, p. 143 ]

@ On considére lafonction f , dérivablesur R,
représentée par la courbe € et quelques tangentes a
cette courbe € .

1° Lire f(2) ,
f(0)et f(4) .
Lire f'(4) , I
f’(-2) et £/(0) . E B
2° Déterminer A
I'équation réduite D
de chacune des \ ’

@)
Y

tangentesa € ,
tracées.




@ 1°Soit f(x) = % défini sur ]1;+oo .

A I'aide de la calculatrice, calculer f’(a) , avec
a=2.

En déduire I'équation réduite de la tangente a la
courbe €; au point A d’abscisse a .

2° Faire de méme pour f(x) = X%+ x-3
défini sur R , pour a=-1 .

[ | 3. Approximation affine [ |

@ 1°Soit f(x) = (1+x)°> définiesur R .
Calculer le nombre dérivé de f en 0.
En déduire 'approximation affine de f en 0.

2° Mémes questions pour f(x) = (1 +x)3 définisur R .

y
@ Soit f une fonction T

représentée par la courbe A €
€ ci-contre.

T estlatangente a €

en A. -

a) Donner I'équation

réduite de T sous ol 1 X
la forme :

y =ax+b .

b) La fonction affine g
définie par :

g(x) =ax+b
approche la fonction f pour x proche de 2.
En déduire une valeur approchée de f(2,1) ,
de f(1,99) etde f(2,05) .

3. Fonction dérivéee et sens de variation

[ | 1. Questions rapides [ ]

@ VRAI ou FAuX ? Justifier la réponse.

1° Si, pour tout réel x , le nombre dérivé f’(x)
existe, alors la fonction f est dérivable sur R .

2° Soit f une fonction dérivable sur / . Si la fonction est
croissante sur / , alors sa dérivée est positive sur / .

3° Une fonction f , définie sur un intervalle, est dérivable
sur cet intervalle.

4° Si la fonction f est négative sur / , alors sa dérivée
est décroissante sur | .

5° Si la dérivée est nulle en 3, alors la fonction est
constante en 3.

@ Q.C.M. Trouver toutes les bonnes réponses.

€¢; estla courbe d’une fonction f définie sur R et ¢
celle de sa dérivée.

1° Le nombre y
dérivé de f en
2est:

, , @
@0 (b12

) ) P!
C ' 6

2

2?’ On peut o 1 X
dire que :
(@ f’(3)=0
b f’0)=0
© f'(-1)=<0

J

3° La tangente a la courbe €; en1:
(a) passe par l'origine O

(b) est parallele & celle en 3

(c) recoupe la courbe €

[ | 2. Applications directes [ |

[ Reconnaitre une fonction non dérivable, p. 145 ]

@ Pour chaque fonction, indiquer pourquoi elle
n'est pas dérivable sur [0;7] .

y | y |
51 ! ® 51 i @
5 ! %,
2:\\ ; Cm 2 :\\/
0) 2 5 7 X @) 2 5 7 X




u]

{ Reconnaitre la courbe de la dérivée, p. 145 ]

@ La courbe €

ci-contre est celle
d’une fonction f ‘:h
définie et dérivable sur \ _‘.,"r
[-3;25] . SRR (N

Les droites sont des

tangentes a la courbe
€ .

L’'une des courbes €, €, ou €5 est celle de sa
dérivée. Laquelle ?

o
N3

@ La courbe €

ci-contre est celle d’une

fonction définie et RN
dérivablesur [-2;3]. N
Les points marqués + = \‘
sont des points & coor- -2 -1 O] 1
données entieres.

y
20

L'une des courbes €, , €, , €3 ou €, est
celle de sa dérivée. Laquelle ?

y y

%
10 10 2
2 1 1 2 3 X

Nombre dérivé. Fonction dérivée

| 3. Sens de variation [ ]

@ La courbe €’ est la courbe représentative de la
dérivée f” d’'une fonction f, définie et dérivable sur R .
D’aprés ce graphique,

donner le signe de K

f'(x) .

En déduire les varia- 1 (g//
tionsde f . ol 1 x
Préciser le coefficient

directeur de la tan-

gente & €; au point

d’abscisse 1.

0 Une fonction f est dérivable sur 1 -~ ;5] .

On connait X | e 1 5
le tableau des 7
variations de sa f'(x)

fonction dérivée f’. \A -2 /

De plus, I'équation f’(x) = 0 apour ensemble solution :
S§={-3;31.

Dresser le tableau de signe de f’(x) .

En déduire le sens de variation de f .

@ La dérivee f’ d’une fonction f, dérivable sur
[ -4;9] ,estconnue par son tableau des variations.

x_|-4 0 5 7 9
4~ ' 0
) / \9\_2/

Déterminer le sens de variation de la fonction f .

f*(x)

@ Chaque courbe ci-dessous est celle de la dérivée
d’une fonction f , dérivablesur [0 ; + o [ .

Pour chacune d’elles, dresser le tableau des variations
de la fonction f en indiquant le signe de la dérivée.

OV x 0|1 5
(€1
@ y
(63
1
o] 1 5 X
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4. Calcul de dérivées

[ | 1. Questions rapides [ |

m Soit f(x) = x" ,ou n€ Z , pourtout réel x .
a) Redonner la dérivée pour n entier naturel.
Appliquer la formule pour n = 7 .

b) Donner une autre écriture de f(x) = x" | ou
n = -2 . Redonner sa dérivée. Etablir une formule
générale pour la dérivée de f(x) = x” ,avec n€ Z .

@ Soit f(x) = /x définiesur [0 + oo [ .
Soit h unréelnonnultelque x+h>0 .
Montrer que, pour tout x >0 :

f(x+h)-f(x) _ 1 _
h Jx+ h+ Jx

En déduire que f est dérivable sur 10 ; + o [ , mais
pas en 0.

@ Deux fonctions u et v , dérivables sur
[-2;+ [, sont représentées ci-dessous.

7

N\
1<>\§/ X
1

3v en 2 et le nombre dérivé de la fonction — §“ en 3.

1°a) Lire u'(2) et v’ (2). y
En déduire le nombre

dérivé de la somme
u+v en2.

b) Faire de méme en 3
eten—1.

2° Donner le nombre

dérivé de la fonction

Q Forme et dérivée. Q.C.M.

Indiquer la formule de dérivée la plus adaptée en choisis-
sant la forme de f proposée.

2
1° Pour f(x) = 3X -5x+3 _;X+3 :
@af==ku b f = % © f=u+v
2° Pour f(x) = (2X5_ 3) (x*-1) :
@ f=u+v b f=uxv V(:*f:%
2
3° Pour f(x) = X -3x+1 :
2X
af=4 bf=4 © f=u+v
— V — k —

J

4° Pour f(x) =

4(x°-9)(x+1) .

X+ 1
@ f=uxv b f=ku © f= g
2. Applications directes [ |

[ Calculer Ia dérivée d’une somme, p. 147 ]

@ Pour chacune des fonctions définies sur R ,
calculer f'(x) .

f(x)=x2+2x—3 ; g(x)=—x2+x+1 ;
4 3
3.2 1 X | 2x
h = - — = k = == = = .
(x) 4x 5x+2 ; k(x) 7 + 3 6

@ Méme exercice pour x ER .
f(x) = ~x®+x*_6 ;o g(x) = 4x®_3x° ;
X

= _ 2 - .
h(x) = -5x +1O+1 ;

2
53 x° x

k =-= _—Z+4 .

(x) 3X+6 3+

@ Méme exercice pour x € ] 0; + oo [ .

2 2
4x°-2x+3 X" —3x
f =2 0 = =] N
(x) 7 ; 9(x) 5 ;
X2 1 1
h =2_=2 ¢ k = 2X— —
(x) T % (x) X 5+x2 ;

I(x) = 2x-3-.x ; m(x) =—§+2+2J} .

[ Etudier les variations
d’une fonction polynome, p. 147 ]

m 1° Soit f définie sur R par :

f(x) = xX*-3x+2 .

Calculer f’(x) , étudier son signe et dresser le
tableau des variations de f .

2° Faire de méme pour :
g(x) = ~x*+6x°_8 ,sur R .

@ La fonction f estdéfiniesur [0; 10 ] par:
f(x) = xX°-2x®+x-3 .

Etudier le sens de variation de f a laide de la

dérivée f'(x) .
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Soit C(q) = q3 - 6q2 +13g+9 défini
sur [O; + oo .
Calculer C’(q) et étudier son signe.
En déduire le sens de variation de la fonction C .

3
Soit B(x) = %—16x2+220x défini

sur [0;18] .

Calculer B’(x) et étudier son signe sur R .

En déduire le sens de variationde B sur [0 ; 18].

yul

[ Calculer Ia dérivée de fonctions, p. 147 ]

Dans les exercices de 55 a 61, bien regarder la
forme de la fonction avant de calculer la dérivée.

Fonctions définies sur R .
fx) = (1-2x)(x°+9) :
9(q) = -3q°(2q+1) ;
h(x) = 5x-1)% ;  k(x) =4 (2+3x)°.

Fonctions définies sur R .
f(x) = 3x+1 —(x—1)2 ; g(x) = x3 (1 —x)2 ;
h(x) = —=5x+3 (2x-3)% ; k(1) = - 3 (t+2)°.

Fonctions définies sur [0 ; + « [ et déri-
vablessur 10 ; + oo [ .

fx) = @x-1)Jdx ; g(x) = 3/x-x+2 ;
h(q) = -3q+4.q ; k(x) = (3-2x) Jx .
On donnera la dérivée sous la forme d’'un quotient
de dénominateur ./x ou 2./x .

@ Fonctions définies sur ] 0 ; + o [ .

2 2
6x —2x+1 4_x
f = = = :
x) . 9(x) = = 1
h(l‘)=3t—5+5 : k(X):(X—S)()—(—'])_
Fonctions définies sur R .
—4x +1
f0 = > ;g =X+
X +4 X +1
— 2
h(x) = —X*38_ L k(x) = X=X
X +x+1 4
f(q) =—5q+1—%0 sur 10+ oo ;
Q(X)=if(_t; sur ]%;+oo[;
2
/7(X)=2)(24"I sur J—oo; -2 ;
X -4

Nombre dérivé. Fonction dérivée

v

k(x):ﬂ sur ] 3; 4+ o[ .
X" -5x+6
2
f(x):X —4 sur R ;
X"+ 1

_ B 1 R
g(x) = 4x 3+m sur ]2;+ [ ;

h(t):17—1+4t2 sur ]—oe ;0 .

[ Etablir le lien entre codt moyen
et coiit marginal, p. 147 ]

Soit C(x) = x?+2x+100 le colit total
de production, en €, pour des quantités x ,
avec x € [0;15] .
Déterminer le colt moyen et le colt marginal en
fonctionde x ,pour x € ]0;15] .

Dresser le tableau des variations du co(it moyen et
vérifier que lorsque le colt moyen est minimum, il
est égal au colt marginal.

Méme exercice pour :
C(qg) = q3+12q+54 ,pour g€ [0;7] .
On rappelle que si g = 3 , alors q3 =27 .

Visualiser les courbes de colt moyen et de colt
marginal a [Pécran dune calculatrice pour
Xe[0;7]et Ye[0;160] parpasde 20.

Une entreprise fabrique et vend un article de
luxe. Pour une quantité x comprise entre 0 et
70 articles, le colt de fabrication de x articles, en
euros, est donné par :

f(x) = x>~ 90x>+2 700x + 3 000 .

Chaque article produit est vendu au prix unitaire de
1200 €.

1° Déterminer le colt marginal en fonction de la
quantité x .

2° Montrer que le colt marginal est égal au prix
unitaire lorsque 'on fabrique 50 articles.

3° Les courbes €; et F:
€y , oObtenues sur ,r’f
une calculatrice gra- -

phique, représentent
la fonction f du codt e
de fabrication et la :
fonction g de la recette pour x € [0;70] .

Donner une interprétation graphique du résultat
obtenu a la question 2 °.

»



[ | 3. Dérivée et tangente [ |

@ On considére les fonctions f et g définies sur R
par:

f(x) = x*+3x et gx) =
Démontrer que, en leur point d’abscisse — 1, les tangen-
tes respectives a ¢, eta € g sont paralléles.

2
- X —-x+2 .

@ On considére les courbes €, , €, et €4
d’équations respectives y = — x> +3x+6 ,

y = xX*-x?+4 et y = X*+7x+8 .
Montrer que ces trois courbes passent par le point
A(-1; 2) et quelles admettent en ce point la méme
tangente T .

@ Soit les fonctions f et g , telles que :
3x
f(x) = =2 —2; 40
(x) Y15 sur ] ;o[
1.2 8

et X) = =xX"+=x surR.

9g(x) = 5 5

Leurs courbes €, et %g ) !
semblent étre tangentes '\ d o
a l'origine. N

Le démontrer. ' .

@ Soit la fonction f définie sur R\ {- 3 ; 0} par:

1 1

f = —— .
) X+3 X

1° Démontrer que la tangente T & la courbe €, au
point d’abscisse —2 passe par l'origine.

2° Déterminer les coordonnées des points d’intersection
de T avec la courbe €; .

En déduire, suivant les valeurs de x , la position de la
courbe €, parrapport alatangente T .

@ La courbe € , ci-dessous, est celle d’'une fonction
définie sur ] 0 ;+ o [ par:

f(x) = b+S .
(x) = ax+ +X

1° Exprimer f’(x) a y
laidede a, b et c.

2° En utilisant deux points 3
de la courbe et la tan-
gente tracée, déterminer
lesréels a , b et ¢ . O 12 4 g8 X

J
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@ La courbe € , al'écran I|
d’'une calculatrice, est celle I.-" N IL
d’'une fonction f définie sur R III "
par : \‘ A
f(x)=ax3+bx2+cx+d. }

La courbe € traverse 'axe des
ordonnéesen A(0; 1) ,

passepar C(—1;3) et B(-2;5) .
Les tangentesa € en A et B sont horizontales.
Déterminerlesréels a, b, cet d.

[ | 4. Sens de variation [ |

m On se propose de faire le lien entre le sens de
variation, par la dérivée, et 'étude des variations d’une
fonction polyndéme du 2° degré.
Soit f(x) = ax®+bx+c ,avec a=0 .
1° Déterminer f’(x) . Résoudre f’(x) = 0 et étu-
dier le signe de f’(x) suivant les valeurs de a .
2° Rappeler le sens de variation de la fonction f vue au
chapitre 4. Faire le lien.

3.2 1

3° Application : Soit  f(x) = _x —§x+2 .

Calculer f’(x) et en déduire Ie sens de variation de f .

@ Une fonction homographique est une fonction
donnée par :

f(x) = ax+b ’
X+cC
ou a, b et c sontdesréels, avec g;tc .
b

1°a) Vérifierque si = = ¢ , alors f est une fonction
constante. a

b) Quel est 'ensemble de définition de la fonction f ?
2° Déterminer f’(x) .

Montrer que la dérivée dépend du signe de ac-b .
3° Application :

Soit  f(x) = , définie sur R\ {- 2} .

Calculer f’(x) et en déduire le sens de variation de f .

Pour les exercices 73 a 79, calculer la dérivée, étudier
son signe et dresser le tableau des variations de la
fonction f sur'ensemble de définition donné.

On compleétera par la valeur des extremums locaux.

@ f(x):x3—0,3x2 sur R .
m f(x) = 4X+1 sur ]0;+ef .
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@ f(x) = x-3+ +2 sur]—2;+4e[ .
D.. _: - |
(x) = v sur R\ {0;2} .
Q f(x) =
X% +1
@ f(x)_x+1— 2 surl—e;27[ .
@ f(x)=x3—6x2+17x+4 sur R .

@ En regardant la forme de f(x) , dire si le calcul
de la dérivée est nécessaire pour étudier le sens de
variation de la fonction f .

x|

sur R .

Sinon indiquer si on peut utiliser une somme de fonctions,
ou une fonction composée, pour donner le sens de varia-
tion de f.On ne demande pas de calculer la dérivée.
a) f(x) = - 2(x—3)2 sur R ;

b) f(x) = (x—2)2—1 sur R ;

c) f(x) = —x+1 +)1( sur ]0;+oo ;

d) f(x) = x2—)1( sur ]0;+oo[ .

@ Méme exercice :

a) f(x) = 2x—1+j_1( sur 10;+oo[ ;
1

b) f(x) = g
(x+2) +1

sur R ;

2 1
f = 4+ 2:+[;
c) f(x) = x"+ 5 sur]2;+oo

d) (%) _( _3) sur R\ {0} .

Meme exercice :
a) f(x) = X°+Jx sur[0;+oo];
b) f(x) = —2./x+1 sur[0;+e];

) f(x) = ——./x sur]0;+cof;

x| =

d) f(x) = (x—=4)J/x sur[0;+oe] .

@ 1° Etudier le signe de 3x-3 sur ]0;+oo[ .
2./x
2° Soit la fonction f définie sur [0;+o[ par:

f(x) = (x-3)Jx .
a) Calculer f/(x) sur JO; 4] .
Etudier son signe (on fera le lien avec la question 1°).
b) En déduire le sens de variationde fsur [0;+ ] .
Préciser les extremums, s'ils existent.

@ Etudier le sens de variation de la fonction f définie
sur [0;+oo par:

f(x) = (3-2x)J/x .

@ On considere la fonction f définie sur R par:
f(X) = —x°+80x + 400 .
Démontrer que la fonction g définie sur R\ {0} par

f(x)

g(x) = est monotone sur ] 0; +oo [ .

Une fonction est monotone sur [, si elle est crois-
sante sur / ou décroissante sur [/ ; autrement dit, si
elle ne change pas de sens de variation sur / .

5. Exercices de synthése

[ | 1. Fonctions conjointes [ |

@ Trois fonctions f , g et h sont dérivables sur
[O;+ ] .

Elles sont représentées par
les courbes €, , €, , €4
mais dans le désordre.

On sait que la fonction h est ."'
la dérivée de g etque g est
la dérivée de f .

Nombre dérivé. Fonction dérivée

1
B e - II|_
f ‘ kY
- -
€, - T %3-
1° Retrouver leurs courbes représentatives, en expliquant.
2° Lafonction f estdelaforme f(x) = ax+b+ )% .

Sachant que f(0) =0 , f(2) =4 etlafonction f
admet un maximum, établir trois équations d’inconnues
a,betc.

Résoudre le systeme et en déduire I'expression f(x) .
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y
@ La courbe ¢ , ci-
contre, est celle de la dérivée f’ A ; ;

dérivable sur R .

d’'une fonction f définie et % \X

1° Déterminer, en justifiant
avec soin, le sens de variation de la fonction f .
2° Soit € la courbe de la fonction f .

a) En quelle abscisse positive la courbe € admet-elle
une tangente de coefficient directeur 2 ?

b) En combien de points la courbe ¥ a-t-elle une
tangente paralléle a la droite d’équation y = x ?

88
‘ La courbe € est celle d'une fonction f définie sur
]0;+ o[ par:

f(x) = ax+b+)—i ,o0Uu a, b et csontdes réels.
T, et Tg sontdeuxtangentesa € .
La courbe ¢’ estcelle de sa dérivée " .

1° a) Donner deux informa- y
tions sur les courbes € et

%’ qui permettent de justi-
fierque €’ estla courbe de

la dérivée de f .

b) Comment lire f’(2) sur 4

la courbe € ?

Lire également £(8) . 10

2°a)La courbe € passe

par A et C : quelles équa- Y 7
tions, d'inconnues a , b et 1 -

c , peut-on écrire ? O] 1 4 8 X

b) Déterminer f’(x) en
fonctionde a et c .
Trouver une équation entre
a et ¢ en utilisant la tangente en C ala courbe € .

c) Par résolution d’'un systéme, déterminer les réels a ,
b et c , et en déduire I'expression de f(x) .

3° a) Etudier le signe de f(x)-(x-6) . En déduire la
position de la courbe € par rapport a la droite & .

b) Déterminer le point d’intersection N des deux tangen-
tes T, et Tg .

[ | 2. Etude de fonctions [ |

@ Soit la fonction f définie sur R par

fx) = x*- gxs + gxz ,et €; sacourbe représentative.

J

1° Calculer f’(x) , étudier son signe et en déduire le
tableau des variations de la fonction f .

Préciser la valeur des extremums locaux.
Visualiser la courbe a I'écran de la calculatrice.

Quelle fenétre choisir pour voir tous les changements de
variation de la fonction f ?

2° a) Résoudre I'équation f(x) = 0 .
En donner une interprétation pour la courbe € .

On donnera la valeur approchéea 10~ 2 pres de chaque
solution.

b) Déterminer I'équation réduite de la tangente T a
€, au point d'abscisse 1.

c) Tracer la courbe €; dans un repére orthogonal d’uni-
tés 5 cm pour 1 en abscisse et 10 cm pour 1 en ordonnée.

On placera les tangentes horizontales et la tangente T .

@ Soit la fonction f , définie sur R par :

et €, sa courbe représentative dans un repére
(O; i,j) dunités 1 cm sur l'axe des abscisses et 2 cm
sur I'axe des ordonnées.

1° a) Expliquer pourquoi f est définie sur R .

b) Déterminer les abscisses des points ou la courbe €,
coupe I'axe des abscisses (on en donnera les valeurs
exactes).

c) Résoudre I'équation f(x)+1 =0 .

En donner une interprétation graphique.

2° a) Calculer f’(x) . Etudier son signe et en déduire le
tableau des variations de f sur R .

Préciser la valeur des extremums locaux.

b) Exprimer  f(x) +; en fonction de x . Montrer que :

2
fx)+ L = §_Q‘_2i_3_)_ _

2 2(x*+9)
En déduire que - 7 estle minimumde f sur R .
c) Déterminer I'équation réduite de la tangente T
a €; aupoint d'abscisse 0 .

3° Tracer les tangentes horizontales, placer les points
d'intersection de €, avec I'axe des abscisses, tracer
la tangente T, puis la courbe €, dans le repere
(05 1,))

Q On considere la fonction f définie sur [-7 ;7] par

f(x) = 8x+6
X" +1

un repére orthonormal du plan.

1° Calculer f'(x) . Etudier son signe et en déduire le

tableau des variations de la fonction fsur [-7;7] .

On précisera la valeur des extremums.

et €; sa courbe représentative dans
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2° a) Déterminer les coordonnées des points d’intersec-
tion de la courbe €; avec les axes.

b) Soit &% la droite d'équation y = -x+6 .
Déterminer les coordonnées des points d’intersection de
la courbe €; avec la droite & .

3° a) Déterminer I'équation réduite de la tangente T
a €; aupoint d'abscisse 0 .

b) Dans le repére (O ; 7,j) ,tracer @ , T, les tan-
gentes horizontales, puis la courbe €; .

D’aprés le graphique, la tangente T coupe-t-elle la
courbe €, ? Siouien quel(s) point(s) ?

@ On considere la fonction f définie sur [—1; 10 ]par :
2
-3x+2
f X) = X—
x) X+2
et €; sacourbe représentative ci-dessous.

o T2 4 | x

1° Montrer que f’(x) ale méme signe que x°+4x-8 .
En déduire le sens de variationde fsur [—1;10] .

2° a) Résoudre algébriquement f(x) = 0 .

En donner une interprétation graphique.

b) D’aprés le graphique, donner le nombre de solutions
de I'équation f(x) = 3.

En déterminer les valeurs exactes par le calcul.

3° a) D’apres le graphique, en quel point la tangente a la
courbe €, semble étre de coefficient directeur % ?

b) Résoudre I'équation f’(x) = % . Conclure.

u 3. Applications ]

économiques

@ L’offre et la demande d'un produit sont modélisées
par deux fonctions f et g , pour un prix au kg x variant
de 0 a 10 €. Les quantités offertes f(x) et les quantités
demandées g(x) sont exprimées en tonnes.

1° La fonction d’offre est une fonction affine telle que :
f(7) = 335 et f(9) =415 .
Déterminer f(x) .

Nombre dérivé. Fonction dérivée

2° La fonction de demande est donnée par :

g(x) = x>~ 12x%_-60x +1 000 .

Démontrer que la fonction de demande est décroissante
sur [0;10] .

3° Visualiser les deux courbes d’offre et de demande a la
calculatrice.

Quel semble étre le point d'intersection des deux
courbes ? Le vérifier par un calcul d'images, sans chercher
arésoudre I'équation f(x) = g(x) .

En déduire le prix d’équilibre et la quantité d’équilibre,
ainsi que le chiffre d’affaires engendré par la vente de ce
produit a I'équilibre.

@ Situation de monopole pur

En situation de monopole pur, la quantité demandée
étant une fonction décroissante du prix, pour vendre
une plus grande quantité de produit, le producteur
doit vendre a un prix plus bas.

Ainsi, la recette n’est plus proportionnelle a la quantité
comme dans le cas d’'une concurrence pure et parfaite.

Une entreprise détient un brevet de fabrication d’un verre
léger.

La fonction de demande de ce produit est donnée par :
g = 320-0,05p ,

ou p estleprixde 10 kg de verre, en €, et q la quantité,
en dizaines de kg.

Le colt de fabrication de q dizaines de kg de verre est
donné par :

C(q) = g°- 5g° +400q + 50 000 ,

pour g € [0;80] , c’est-a-dire une quantité produite
variant de 0 a 0,8 tonne.

Le codt de fabrication est exprimé en euros.

1° Exprimer le prix p en fonction de la quantité g
demandée. Montrer que la recette s’exprime par :

R(g) = —20g° + 6 4009 .
Démontrer que la recette est croissante sur [0;80] .
2° Démontrer que le co(t de fabrication est croissant sur
[0;80] .

On sera amené a utiliser le signe de 3x% - 10x + 400 .
3° a) Calculer R’(40) et C’(40) .

En déduire que la recette marginale est égale au colt
marginal lorsque I'on produit 400 kg de verre.

b) Résoudre I'équation R’(q) = C’(q) .
Retrouver le résultat précédent.
4° Justifier que le bénéfice réalisé par la production et

J
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la vente de q dizaines de kg de ce verre est donné, en
euros, par :

B(q) = -q°—15¢° +6 000q — 50 000 ,
pour g€ [0;80] .
Calculer B’(q) , étudier son signe et en déduire le
tableau des variations du bénéfice B sur [0;80] .

Démontrer que le bénéfice admet un maximum. Pour
quelle quantité ?

Calculer alors le prix & proposer sur le marché pour obtenir
un bénéfice maximal.

On pourra visualiser les deux courbes de recette et de
colt total a I'écran de la calculatrice dans la fenétre :

X € [0;80] et YeE [0;400000] .

Rythme de croissance d’une population
La population d’une ville nouvelle est donnée par :
f(t) = 26t +10 ’
t+5 .
pour t le nombre d’années écoulées depuis 1975,
et f(t) le nombre d’habitants, en milliers.

On admet que le rythme de croissance de la population
est donné par la dérivée de la fonction population, f’(t) .

1° Calculer la populationen t = 10 ,puisen t = 11.

En déduire la variation absolue de population Af entre
ces deux années.

2° a) Calculer f’(t) , étudier son signe et en déduire le
sens de variation de la population.

b) Calculer f'(10) et f’(11) , en donner une valeur
approchée a 0,1 millier prés.

Comparer a la variation absolue calculée en 1°.

3° a) Calculer le rythme de croissance de la population
pour t=20 .

b) Quel rythme de croissance peut-on prévoir en 2010 ?
120 _ 3

(t+5)> 10

En déduire a partir de quel nombre d’années le rythme de
croissance devient inférieur ou égal a 0,3 millier d’habitants.

c) Résoudre

Vitesse de propagation d’'une maladie

Aprés I'apparition d’'une maladie virale, les responsables
de la santé publique ont estimé que le nombre de person-
nes frappées par la maladie au jour t a partir du jour
d’apparition du premier cas est :

M(t) = 45t° > pour t€ [0;25] .

La vitesse de propagation de la maladie est assimilée a la
dérivée du nombre de personnes malades enfonctionde .

1°a) Calculer M’(t) .
En déduire la vitesse de propagation le cinquiéme jour.

b) Déterminer le jour ol la vitesse de propagation est
maximale et calculer cette vitesse.

J
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2° a) Etudier le sens de variation de la fonction M sur
[0;25] .On pourra utiliser le calcul fait en 1° a).

b) Dans un repere orthogonal, d’unités 1 cm pour 2 en
abscisse et 1 cm pour 1000 en ordonnée, tracer la
courbe € représentant le nombre total de personnes
frappées par la maladie en fonction du temps ¢ .

On placera les tangentes pour t=15 , t=10 et =20 .

Sur lintervalle [10;20] , que peut-on dire du coeffi-
cient directeur des tangentes a la courbe € ?

Rendements et point d’inflexion

Dans une usine de produits alimentaires, une machine
fabriquant de la moutarde est utilisée 12 heures par jour,
en continu.

La fonction f , définie sur [0;12] par:
f(t) = — t3+15t2 4721t

représente la production totale de moutarde aprés t
heures de fonctionnement.

Ladérivéede f, f'(t) ,représente la production mar-
ginale de cette machine apres t heures d’utilisation.

1° a) Déterminer f'(t) .
Déterminer la dérivée de la -
production marginale, notée -
g(t) . o

b) Etudier la production
marginale et montrer qu’elle
admet un maximum atteint
en fy=5.

En déduire le signe de la production marginale f'(t) .
c) A l'aide de la question précédente, justifier que la
production totale est croissante sur [0;12] .

d) Visualiser la courbe de la production totale a I'écran
d’une calculatriceavec Y € [0;1300] .

2° Sur lintervalle ou la production marginale est
croissante, on parle de « phase de rendements
croissants ».

Sur l'intervalle ou la production marginale est décroissante,
on parle de « phase de rendements décroissants ».
A Tinstant t, , ou la production marginale change de

sens de variation, le point / d’abscisse t, de la courbe
€ de la production totale est un point d’inflexion.

a) Indiquer les deux phases et le point d’inflexion / pour
cette production.

b) Déterminer I'équation réduite de la tangente T a la
courbe € au point d’inflexion / souslaforme y = h(t) .

c) Etudier le signe de la différence f(t)— h(t) sur
lintervalle [0 ; 12] . On vérifiera que :

f(t)=h(t) = - (t-5)° .
Justifier la phrase : « Au point d’inflexion, la courbe
traverse sa tangente. »
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N 1. UTILISATION DE LA CALCULATRICE

@ Comment vérifier le calcul d’'une dérivée a la calculatrice ?

Exemple : Soit f(x) = 4_ 110 sur ]0; 107 . Vérifier dans le tableau de valeurs que Y2 et Y3
X Xx- 5 2 donnent les mémes valeurs, sauf en 0 et 10 éventuel-
Vérifier a la main que  f/(x) = X Z4(X-10) lement.
2 2
x“(x-10)

, Applications : Calculer a la main la dérivée de chacune des
Entrer f(x) en Y1 etentrer f'(x) en Y2 . fonctions, et vérifier le calcul obtenu avec la calculatrice.

. H *) «
Tl Casio () : a) f(x) = —3x°+40x°+135x-6 sur R ;
Flald Flall klalt J “akble Tuns 1w
= .— o — ] b A T .
vrEd ATl el U%E]_:-.:'i"_.],.-':ifjé'-a.ij\.-_.}a b) f(x) = —0,1X+12———40 sur [0;30] ;
- R EEE L et IR AL I x+1
a2 l.:-""i'il-l.:-"'—l_lq:l.l'i'l_ "'ﬂi
H:Hn:ler: AR Rt :':E: c) f(x) = (x=2)J/x sur[0;+eo[;
W fm= Ta Str=:[EXE] 5 1
) , ] ) d) fx) = XF2DX-1) gy 123140 .
(*) On ne peut pas voir la formule compléte pour f'(x) . X+3
o Guesmi.B
@ Comment calculer une dérivée a la calculatrice formelle ?
Exemple : On reprend la fonction f de I'exercice 98. On peut donner la forme factorisée :
"wy ra ra L] LI
i ‘MJ et surlaligne de calcul, puis 2:factor((ENTER) ;
L L se déplacer avec le curseur sur la dérivée calculée et
T (ENTER) .
k- o R D REF T TR
| T A . .
LT [ | T r* - : N
Dans I'écran de Calcul sur Voyage 200 : Lo

choisir 1:d( dérivée et taper 'expression
f(x) , puis indiquer la variable .

Lavorddoda 4M2 422730

T : I a
i:i‘[:-: :-:-'.I:I] fe--o=~ .2 . . ;
R Applications : Reprendre les fonctions de I'exercice 98,
Aidsn 170 100, =0 calculer leurs dérivées et en donner une forme factorisée.
| 2. UTILISATION D’UN LOGICIEL |

@ Etudes conjointes des fonctions de coits

On désire visualiser le comportement du colt marginal et du colt moyen par lecture sur la courbe de co(t total grace au
logiciel Geoplan.

1° Travail sur papier b) Calculer le colt marginal C,,(q) , assimilé a la
dérivée du colt total.

En quelle quantité le colt marginal est-il minimal ?

c) Préciser le signe du colt marginal.

En déduire le sens de variation du codt total.

a) Donner les colts fixes. d) Exprimer le cot moyen C,,(q) en fonctionde q .

Soit C(q) = ¢°—-64°+10g+100
le codt total de production pour une quantité
ge [0;8] ,etlecolt C(q) enkeE.

Nombre dérive. Fonction dérivée
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2° Représentation dans deux repéres différents

a) Courbe de colt total dans un repére R
Erber| / Repire] of valider I'écran ci-dessous :

Treat| / pumériges| / Fanciion sumariqun |/ 81 uariskis|

GLITEE r-n-

Fromder weclesri f.-lml-

Farirer veclFai I!lm
Fam de gradesiios iler s=wj; [I

a8 dr gradsstioa §Feme iI#III“
w rEpEre) [ﬂ-_

Wil de la varlakle —i“.luF
¥ r!p!lM la ot L1H
“36q"2-4lg 100

Fam df 14 TeRCTAom E

Crear| / Ligen |/ Gwurkn |/ Graphs d*uns (enction déjé erise|

dans ®w#= [ =] Nom de la fonction : C

Bornes : 0 8 Nombre de points : 800 Nom de la courbe : Ct .

b) Courbe du colt moyen dans le repére R’ o
Créer un point O (0 ; - 14) etlerepere R’ d'origine O .

Premier vertewr| [wecin)
Dramidne vecbews | FliSvncl)

Pas de gradwalios (Ier axd)! Il
Fas dr gradsalics (Jrme mhl!l

Utiliser les fonctionnalités du logiciel pour créer la fonction de
colt moyen, CM , et sa courbe Cmoy dans le repere R’ :
(voir les objets créés ci-dessous). . #

c) Courbe de coit marginal dans le repére R’ . - s B o

En utilisant les fonctionnalités du logiciel, créer la fonction de colt - | ¢
marginal Cm et sa courbe Cmar dans le repere R’ . d

WELE -
S

B Eapdtr Wl =3 (gEaiuacionsi 1.9)

A

2 * 1

€ fonssiaml gi-ig -y iy 10N
f. gragihs de £ sax (0,07 (M0 poisks, vrepbes B
B poiEs oE coETdsORbEs (0, -0 BELE 1§ CEpkcd ..-" x
B pagdre (9,1, A §i igredsstioamn i, 18

L .

e iql
i" Femction 4| ---.!-.- s
ar (3.0 | T TR 5
i"-,.\pru.l..l T ‘I'HII ™ ] A i atE, Ddddrd B .
t- Pt oW 'l--}‘r-|l‘-il ; ' . . § =8
i X )0 : . F

tur FCLEE a I" FaE (0,8] e paletE, rapdre BU) L -y
N oFiEl likmw ds (W, ¥] W,
N prist de coordoasdme . C4@k i dera le capdca B | | A |
Praird el
P opdiet 38 g0 a0 ||;_r..1||- AREE & CepaTs BT - .
N' point o coolabanbes |y .T‘I‘}I- dnns 1§ fepdse B . | x
T prlet He doofdsnntss gl 1 C0g-0. 000} ) #ass I& Pejees B
" e 1 * - “l 1] - - L] L] T - -
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3° Visualisation des propriétés conjointes des courbes

a) Créer la variable q libre dans l'intervalle [0; 8] , puis le point M de la courbe Ct d’abscisse q dans le repére R ;
etdansle repére R’ ,créerle point P de la courbe Cmoy etle point M’ de Cmar de méme abscisse q .

b) Dans le repére R, créer la droite (OM) , le point T de la courbe Ct d’abscisse g+ 0,001 , proche de M , et
la sécante (MT) qui approche la tangente en M ala courbe Ct .

c) Piloter au clavier le réel g . Visualiser le déplacement des points sur les courbes.

En quelle valeur de q les points P et M’ sont-ils confondus ? Que se passe-t-il dans le repére R sur la courbe
de codt total ?
Quelle propriété peut-on énoncer concernant le colt moyen et le colt marginal pour cette quantité ?

Guesmi.B

@ Pourcentages d’évolution successifs : approximation affine

Une valeur V subit plusieurs évolutions successives de méme pourcentage d’évolution t %.

1° Travail sur papier

a) Exprimer la valeur obtenue aprés deux évolutions successives, a 'aide de t.

b) Quel sera le pourcentage global d'évolution apres deux hausses de 0,5 % ? aprés deux hausses de 10 % ?
Dans ces deux cas, comparer le pourcentage d’évolution global t’ et le double du taux 2t .

2° Calcul du pourcentage d’évolution global aprés n évolutions successives identiques de t %

a) Préparer le tableau suivant :

E AT B & 1T B 1T E T F 1

1 [mombes de haseses o 5 =
e TR LK glubai
& ™ wliwin
(2] y OV | w1100 smelew
b) En cellules A3 et A4, entrer les valeurs des pourcentages : _]T[
Sélectionner les deux cellules A4 et A5 , saisir la poignée de recopie + et « tirer » vers le bas i m
jusqu’a t=10, en cellule A23 . lanm
1
¢) En cellules B3, C3, D3, E3 et F3, taper les formules suivantes :
_TAT] B [T ] - - S I
' IE ey i I f .|
T % plobal rewl| T giohal
2] 0 = 900y o ¢ 1+ v wiieil

2 sianple ot
30 =[1+AUMDMI0N ~@0y10 [=1+08TAGI00  ~@3.1) 100 [=B303

Remarque : La référence $B$1 est absolue, elle est « bloquée » et conserve la méme valeur quand on tire la
poignée de recopie vers le bas. Pour obtenir cette notation, appuyer sur la touche F4 quand le curseur est sur B1 ou
juste apres.

Sélectionner 'ensemble des cellules B3, C3, D3, E3, F3, puis « tirer » vers le bas.

3° Comparaison des valeurs de (1+t/100)" et des approximations 1+ nxt/100

4° Applications

a) Dans un pays, une épidémie se propage rapidement.
Le nombre de malades augmente de 5 % par an. On peut
lire dans un article : « Si des mesures sanitaires ne sont pas
prises, dans 5 ans le quart de la population sera atteinte de

a) Sélectionner le tableau de A3 a B23 et choisir

b) A partir de quel pourcentage d'évolution, I'erreur en

colonne F est-elle supérieure a 0,01 ?

c) Augmenter la valeur de n en cellule D1 et pour
chaque valeur de n , déterminer le pourcentage d’évo-
lution a partir duquel I'erreur commise est supérieure
a 0,01.

Nombre dérive. Fonction dérivée

la maladie ». Vérifier les affirmations du journaliste.

b) Jean-Louis hérite de 30 000 €. Il place cette somme sur
un compte rémunéré au taux mensuel de 0,3 %. Il affirme
que son argent est placé au taux annuel de 3,6 % et quil
gagnera 1 080 € dans un an. Jean-Louis a-t-il raison ?
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@ Toboggan : le bon raccordement Guesmi.B

Un toboggan gonflable doit étre construit au bord d’un plan d’eau.
Par mesure de sécurité, ni creux ni aucune bosse ne doivent perturber
la glissade des enfants qui I'utilisent.

La figure ci-contre représente une vue en coupe de ce toboggan.
La hauteur est de 5 m, la longueur de 7 m.

La courbe représentant le toboggan admet une tangente horizontale
au sommet ainsi qu’a l'arrivée sur le sol.

On modélise le toboggan a I'aide de deux arcs de paraboles : B
sur[0:2], f(x)=- 025x°+5,
sur[5:;7], g(x) =025 (x-7)%,
et un segment de droite [AB] qui raccorde les deux arcs de parabole.
Le but est de déterminer I'équation de la droite (AB) qui assurera le meilleur raccordement.

(0] X

1° Travail sur papier

a) Construire les arcs de paraboles représentant les fonctions f et g .

Les fonctions f et g satisfont-elles aux conditions imposées par I'énoncé ?

b) Déterminer I'équation réduite de la droite passant par le point A(2 ; 4) et de coefficient directeur a .
c) Déterminer I'équation réduite de la tangente a la courbe € ; de la fonction fen A .

2° Recherche sur GEOPLAN du meilleur raccordement au point A

Créer les objets ci-contre sous Geoplan.

A raide des fleches du clavier, modifier le coeffi-
cient directeur de la droite 9% .

Pour quelles valeurs de a le raccordement en A
semble-t-il convenable ?

R L =

fonee ionl Ni=3-0. 1% +3

srapihs de § = [B,F] (0 prists. cEpEre .u- i

r
L §
d pEEl lilbce aa [-F, -0, 5]
[
i

deoitm B puaition F=ik-F)+§ jpepaim ‘- ]
3° Raccordement avec le second arc I, y " axy

Utiliser les fleches du clavier pour modifier le coef-
ficient directeur de la droite afin d’obtenir un parfait
raccordement de la droite avec les deux courbes.

Quelle est alors la valeur du coefficient
directeur a ?

LBt OF SEoTasnnEEd (P8 GanE & FEpEDE ...'
2
fonst ioa: ai~-9. MiE=NH

|' SrApll &8 § FEE (9,71 00 BOLELE. CEjETE I.’.:

AF AL HAOE

I'. aff irhe)s du eoElsirs 8 1 el

/
@ ) _ A(x) = 24x+2390 | 400 .
La boite a une base rectangulaire de lar- X

geur 6 cm. Elle se ferme par quatre rabats formant
trois rectangles isométriques.

Soit x la longueur de la boite, x >0 , et h sa

c) Calculer la fonction dérivée A",
étudier son signesur 10 ; + o [ .

hauteur en cm.
a) Déterminer le volume V de la boite en fonction

de h et x . Le volume doit &tre de 1 200 cm?.
En déduire I'expression de h en fonction de x .

b) Montrer que I'aire totale de la boite s’écrit :

d) En déduire les variations de A
sur ] 0; + « [ etdresser le tableau de
variations.

e) Conclure pour le probléme posé en donnant les
dimensions de la droite.





