COURS SUR LES TRANSLATIONS ET HOMOTHETIES

Soit ¥ un vecteur du plan

— t_.
La translation du vecteur ¥ ,hotée # | estl'application qui a tout point M du plan

—_—

MM'=u

ou de I'espace associe le point M’ tel que

- La translation de vecteur nul est I'application identique, c’est-a-dire I'application qu’a tout point
M associe le point M lui-méme.

—

Autrement dit, si ¥ = 0 , tout point M est invariant par la translation ~ ©

tL(M)=M

—

s u#0

t_. —
, la translation # de vecteur U n’a aucun vecteur invariant.

Quelques points importants a retenir :

La transformation qui a chaque point M du plan on associe un unique point M’ du plan est une
application du plan dans lui méme dans lui méme.

t—- :t- (_M) :M'
M’ est 'image de M par ¥ u

Réciproquement, tout point M’ du plan est I'image d’'un unique point M.
Une telle application du plan dans lui-méme dans lui-méme assurant



cette correspondance « un a un » est appelée une transformation.

La transformation réciproque d’une transformation
M M= f(M)
M'=f(M
f( ) associe le point M.

est la transformation qui au point
t-' —. t -
* de vecteur # estlatranslaton % de

La transformation réciproque de la translation

—

vecteur — ¥

Propriété
Si A’ et B’ sont les images respectives des points A et B par une translation, alors

A'B'= 4B

Soient A et B deux points du plan ou de I'espace et soient A’ et B’ leurs images respectives par la

translation de vecteur U

£=4(4)  B'=1,(B)

Alors on a
—_—

AA'=u , BB'=u



sos AA*= BB’

On en déduit que AA’B’'B est un Parallélogramme d’ou

On aurait pu écrire en utilisant la relation de Chasles :

A'B'=A"A+ AB+ BB’

-  —s  —=

=—u+AB+u
— 4B
A?
BF
A
B
Propriété

Une translation du plan conserve les longueurs ou les aires..

On dit qu’une translation est une isométrie.
Elle transforme un triangle en un triangle isométrique et plus généralement une figure isométrique



Définition

(k#0)

Soit Q un point quelconque du plan ou et soit k un nombre réel non nul

h o Lo
On appelle homothétie de centre .k et de rapport k et on note OM'* = kQM la
transformation qui a pour tout point M du plan associe le point M'.

tel que $2M "= kQM
k=2 po_1
2
M M
M
Q Q
. Mo 1
QM' = -OM A = A



- Si k - 1 , alors, pour tout point M, on a QM = QM donc M’=M

h
Tout point du plan est invariant et ’homothétie Q.1 et I'application identique.

k=1

- Si , le centre Q de 'homothétie est le seul point invariant.

ho

-si k=-1 , ’'homothétie est la symétrie de centre Q

Propriété

— un point et son image par une homothétie sont alignés avec le centre de I’homothétie.

P R . . o . oo -
— si »Q sont trois points alignés, distincts deux a deux, il existe une homothétie, et une

seule, de centre P et qui transforme Q en R.

—Soit M un point et soit M’ son image par ’lhomothétie de centre Q et de rapport k.

Alors on a

OM'=kQM

L . A .. .
donc les vecteurs QM et L2 M" sont colinéaires et ont la méme origine Q donc les trois

points Q M et M’ sont alignés.

—Soit P , Q et R. trois points alignés et distincts deux a deux .

Alors les vecteurs PR et PrQ sont colinéaires et il existe un unique nombre réel k+0 tel que

PR=kPQ



—Soit h ’homothétie de centre P et de rapport k. L’homothétie h transforme Q en R.

ce qui prouve l'existence.

P

L}
Supposons qu’une homothétie h de centre et de rapport A transforme Q en R.

PR=AP0

Alors on a

PR=kPO
k

et comme

on en déduit que A=

L}
L’homothétie h est donc ’homothétie h , C& qui prouve l'unicité.

Propriété

Si A’ et B’ sont les images respectives de A et B par une homothétie de rapport , alors on a

AB-kAB

B

A'B'=2AB



Ona QA': kQA et QB': kQB.

On en déduit, en utilisant la relation de Chasles,

AB'=A'Q+QB'=-QA'"+ QB'

- —kQA + kQB
:k(—ﬁ+sﬁ)
=k(m+£ﬁ)

- kAB

Propriété

Ik\

2
Une homothétie de rapport k. multiplie les longueurs par , I'aire par k

B

Si A" ot B' sontles images respectives de A et par une homothétie de rapport k. ,

alors on a, d’apres la propriété fondamentale,

AB'=kAB

D ——

A'B’

= [ A% = 2] [aB]

d’ou

&

et les longueurs sont donc multipliées par

2
On admet que I'on peut en déduire que les aires sont multipliées par k

Propriété
Une translation et une homothétie conservent I'alignement.

Autrement dit, les images par une translation ou une homothétie de points alignés sont des points



alignés.

Soient A, B et C trois points alignés et deux a deux distincts et soient A’, B’ et C’ leurs images

respectives par la transformation f

A'=f(A), B=f(B) et C'=f(C)

Comme A, B et C sont alignés, il existe un nombre réel A tel que AB=21AC

—Si f est une translation, on a,

A'C'=AC 4. AB'= AB.

Onendéduit AB'=AB =4AC = 2A'C'

cesta-dre AB'= AA'C

donc les vecteurs A'B" et AC? sont colinéaires
et les points A’ , B’ et C’ sont alignés .

—Si f est une homothétie de rapport k. , alors on a

A'C'=kAC 4, AB'= kAB.

d’ou

AB'=kAB = k(ﬁr) (kA)AC
kAC

C) =aa'C

cest-a-dre A B = AA'C’

donc les vecteurs AB" et A'C" gont colingaires et les points A’ , B’ et C’ sont alignés .



Propriété
Une translation et une homothétie conservent le barycentre.

Autrement dit, si G est le barycentre de (A, a) et (B, b), alors I'image G’ de G par une translation ou
une homothétie est le barycentre de (A’ ,a) et (B’, b) ou A’ et B’ sont les images respectives
de A et de B.

Soient (A, a) et (B, b) deux points pondérés avec atbz0

b)

et soit G le barycentre de (A, a) et (B,

Soient A’ , B’ et G’ les images respectives de A , B et G par la transformation f

Comme G est barycentre de (A, a)et (B, b),ona aGA +bGB = 0.

—Si f est une translation, alors

G'A'=GA ., GB'=GB

aG'A+bG'B' = 0.

donc

—Si f est une homothétie de rapport k. , alors

G'A'=kGA o GB'=%kGB

d’ou

aG'A+bG'B'=a (kG—A')+ b(kG_B')

(aﬁ+b@)
0

k
k

Il
(=7

On a donc, dans les deux cas,

aG'A'+bG'B' = 0.

avec atb 20

On en déduit que G’ est le barycentre de (A’ ,a) et de (B’ , b).



En particulier une translation ou une homothétie conserve le milieu :

I

Si est le milieu de [AB], son image est le milieu de [AB].

« Cette propriété de conservation du barycentre s’étend au barycentre de trois points ou plus.

Propriété

Une translation et une homothétie conservent les angles géométriques et, dans le plan orienté, elles
conservent les angles orientés.

Autrement dit, si A, B et C sont trois points deux a deux distincts et si A’, B’ et C’ sont leurs images
respectives par une translation ou une homothétie, alors on a

. angles
B'A'C'=BAC géométriques

]
Q

.

& B

translation de vecteur
&

homothétie de rapport k=2

_C’ homothétie de rapport k = -1



Soient A, B et C trois points deux a deux distincts et soient A’ , B’ et C’ leurs images respectives par

la transformation f .

—Si f est une translation, alors

AB'= AB. 4, A'C'=AC

- B

donc B'A'C' — m

. (A'B',A'C'): (AB,AC)_

—Si f est une homothétie de rapport k. , alors

AB'= kAB. 4, A'C'=kAC

o (A'BL,A'C')= (kAB,kAC).

o (kAB,kAC): (AB,AC) (cor K0

d’aprés la propriété des angles orientés,

Yo (A'B',A'C'): (AB,AC)

ot BPA'C'=BAC

Propriété

Soient A et B deux points distincts et soient A’ et B’ leurs images respectives par la translation ou une
homothétie.

¢ L’image de la droite (A B) est la droite (A’ B’) , elle est paralléle a la droite (A B).

¢ L’image du segment [A B] est le segment [A’ B’].



BI

AI
Translation de vecteur u Homothétie de centre ¢ et de rapport £ - 0.

La droite (AB) est 'ensemble des points M tels que
AN AT x
AM =x AB lorsque décrit R.

Alors si A’ , B’ et C’ sont les images respectives de

A, B et C par la transformation f (ou f est une translation ou une homothétie ), on
a AM'=x AB*

En effet,

Si f est une translation, alors

AM'=AM o AB'= AB.

Si f est une homothétie de rapport k. , alors

AM'=kAM , AB'= kAB.

x
Lorsque M décrit la droite (A B), décrit R. et le point M’ décrit la droite (A’ B’) .
La droite (A B) a donc pour image la droite (A’ B’) .

De plus, on a

AB'= AB. f est une translation

A'B'=kAB. si f est une homothétie.



—_—

Dans les deux cas, les vecteurs AB et AB' sont colinéaires, donc les
droites (AB) et (A’'B’) sont paralleles.

Le segment [AB] est 'ensemble des points M tels que

AM = x AB ., *€[0.1]

ona AM'=x AB".

x
Donc lorsque M décrit le segment [A B], décrit [ 0, 1] et M’ décrit le segment [ A’ B'] .

Le segment [A B] a donc pour image le segment [ A’ B’]



