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Chapitre 14. Relation métrique et trigonométrie

I. Formules d’addition et de duplication

Théoréme 1: Formules d’addition

Quels que soient les nombres réels a et b, on a:

cos (a-b)=cosa.cosb+sina.sinb
cos (a+b)=cosa.cosb-sina.sinb
sin (a - b) =sina. cos b - cos a. sin b
sin (a+b) =sina.cos b+ cosa.sinb

Démonstration : Soit M et N deux points dun cercle trigonométrique et a et b deux réels tels que

(;0M)=b[2r]et (T;ON)=a[27].
D’apres la relation de Chasles, (W, m) =a-b[2r].

De plus, M et N appartiennent au cercle trigonométrique donc HW” =1 et

o] donc 1 <[] o

‘cos(O—M;m) = cos(a-b).

Or le repere (O;T; I) est orthonormé donc OM - ON = cosa cosb + sina sinb.
Donc cos(a—b)= cosa cosb + sina sinb +

Aussi, Cos(a— (—b)) = cosa cos(- b) + sina sin(- b) = cosa cosb - sina sinb
Donc cos(a+b)= cosa cosb - sina sinb ¢

T

Mais aussi, COS[ >

(a—b)j = cosfcos(a—b)+sin%sin(a—b) =sin(a—b)

cos[(%— aj+ bj = cos(%— ajcosb—sin(%—a)sinb: sinacosb —cosasinb

Donc sin(a-b)=sinacosb-cosasinb +

sin(a—(-b)) = sinacos(—b) - cosasin(-b) =sinacosh+ cosasinb +

Théoreme 2: Formules de duplication

Pour tout réel g,
sin 2a = 2sin a4 cos a.
cos 2a=cos2a - sin2a=2cos2a-1=1-2sin2a

Démonstration : En utilisant le théoréme précédent et en remplacant b par a4, on obtient la preuve.

On utilisera aussi I'égalité cos?a + sin2a =1, a € R, pour démontrer 1'égalité cos 2a

=2cos2a-1=1-2sin2a




Il1. Relations métriques dansletriangle

Théoréme 3: Théoréeme de la médiane
Pour tous points A,B et C du plan, si I est le milieu de [AB], ona:

MA? + MB2 =2 MI? + %AB2

Démonstration : Soit M un point du plan et I le milieu de [AB] alors,
— . —\2 . \2 R R
MA2+MBZ=(MI+IA) +(M|+|B) —MI2+2MI - 1A + IA2+ MI2+ 2Mi - 1B + B2

=2MI2+2W-(ﬁ+ﬁ3)+2l82=2M|2+%A|32

Théoréeme4 : Théoreme d’AL-Kashi

C
Soit ABC un triangle, avec les notations de la figure ci-contre, on a :
a2=b2+cz—2bccos,§\ 4 b
b2 = a2+ c2 - 2ac cos B
=2+ b2 - 2ab cos C
B c A

Démonstration : Soit a = CB, b = AC et c = AB.
— . \2 —_— —_—
a2 = BC2=(BA+AC) —AB24+2BA-AC+AC? = AB? - 2AB-AC+ AC?

a?=c? - 2bccosA +b? =b? + ¢* - 2bccosA ¢ De méme pour b2 et 2.

Théoreme5 : Formules des sinus dans un triangle

Avec les notations précédentes, I'aire du triangle ABC est S =
1bcsinA =1acsiné=1absinf: :
2 2 2
b c _abc

a
Pour tout triangle ABC non aplati, on a: —= ~= —= .
& P snA snB snC 25

Démonstration : Soit H le projeté orthogonal de C sur (AB). Le triangle ACH est donc rectangle en
H. C

Soita = CB, b= ACetc= AB.
Alors sinA:E—2 donc CH=bsinA.

BAXCH = %cbsinA *

L’aire du triangle ABC est appelée S. S =

Le triangle ABC n’est pas aplati donc A =0 donc sinA #0.

S:lcbsinA & 2S=chsinA < 2aS=achsinA @iAng ¢
2 sinA 2S

On procede de la méme fagon pour démontrer que




S= %acsinI:DF%absiné et _bA == ©. Il vient alors que

a b c abc

snA snB snC 2S
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