Avertissement :
L’arithmétique concerne le raisonnement sur les entiers
qu’ils soient naturels ou relatifs.

Cependant, certaines propriétés et certaines notions
ne sont valables que pour des entiers naturels,

c’est pourquoi il faudra étre toujours trés vigilant tout au long de ce chapitre
et bien regarder quel est I'ensemble dans lequel on travaille.

La divisibilite da

Divisibilité dans N :
Soient a et b deux entiers

* On dit que a divise b s’il existe un entier naturel k tel que : b =ax k. Onnote a\b

* On dit également que b est un multiple de a ou que a est un diviseur de b.

Soient a et b deux entiers naturels : si a divise b et b *+ Oalorsa<b
[ —

— —

Les diviseurs d'un nombre entier non nul
lui sont inférieurs.
Propriété qui servira trés souvent dans les démonstrations.

De méme, on définit :
Divisibilité dans Z :
Soient a et b deux entiers relatifs.

* On dit que a divise b s'il existe un entier relatifk telque : b=axk.Onnotea\b

* On dit également que b est un multiple de a ou que a est un diviseur de b.
Remarque : si b n’est pas un multiple de a alors a ne divise pas b.

Exemples :

»6=2x3
Donc:2\6et3\66=(-1) x (-6)
Donc (-1)\6 et (-6)\ 6

Si on note Dg 'ensemble des diviseurs entiers de 6 :



Attention a ne pas oublier :
le nombre lui méme, son cpposé,
1et(-1)

De=-6;-3;-2;-1;1;2,3,6
» -5=(-1) x5 Donc : 5\ (-5) et pourtant attention : 5 > -5.

A

N
Division euclidienne dans 'Y :
Soienta € Netb € N

Il existe un unique couple ( q, r ) d’entiers naturels tels que :
a=bxqg+ravec 0<r<b

q est le quotient, r le reste, b le diviseur et a le dividende.

Propriété :
« b divise a » si et seulement si « le reste de la division euclidienne de a par b est nul ».

Remarque :

Nous n’abordons pas dans ce module le cas de la division euclidienne dans Z.

Cette notion sera travaillée en détail et sera le sujet d’exercices dans le module sur le pgcd.

Dans ce module-ci, nous nous contenterons d’utiliser la propriété pour montrer qu’'un nombre n’en
divise pas un autre.

Divisibilité dans N :
Soitn € N
» n est divisible par 2 si et seulement si : son dernier chiffre est 0, 2, 4, 6 ou 8

On dit alors que n est pair.
Dans le cas contraire, il est dit impair.

» n est divisible par 3 si et seulement si : la somme de ses chiffres est divisible par 3.

Exemple :
9876977 est-il divisible par 3 ?

9+8+7+6+9+7+7 = 53
5+3=8 qui n’est pas divisible par 3

Donc : 9876977 n’est pas divisible par 3.

» n est divisible par 4 si et seulement si : le nombre formé par ses deux derniers chiffres est
divisible par 4.

» n est divisible par 5 si et seulement si : son dernier chiffre est 0 ou 5.

» n est divisible par 9 si et seulement si : la somme de ses chiffres est divisible par 9.
La technique des sommes successives vue avec 3 pouvant étre utilisée également pour 9.

» n est divisible par 10 si et seulement si : son dernier chiffre est 0.

» n est divisible par 11 si et seulement si : il s’agit d’'un nombre a deux chiffres dont les deux chiffres
sont égaux.
Ou s'il s’agit d’'un nombre a trois chiffres dont le chiffre des dizaines est égal a la somme du chiffre



des centaines et du chiffre des unités. (a condition que cette somme ne dépasse pas 9)

A ces critéres, se rajoute évidemment la connaissance des tables de multiplication.
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Démonstration du 6° :
Soit a entier naturel tel que a\ 1.

D’aprés la propriété sur 'ordre:a<71donca=0oua=1.

Or 0 ne divise pas 1donc a = 1.

Soit a entier relatif tel que a \ 1. Alors, il existe k entier relatif tel que : a=1x k

ol =

Dou : x|K avec k| € N

a1
donc | | au sens de la divisibilité dans Y.

a =1
Par conséquent : | | etdonca=1oua=-1.

Transitivité :
Sia\betb\calorsal\c.

Divisibilité dans N

Divisibilité dans Z

Sia\b et b\a alors :
L
7

Cette propnéte nous servira
a montrer I'égalité de deux
PGCD.

a=b

Soient a et b deux entiers naturels :

Soient a et b deux entiers relatifs :

Sial\b et b\a alors :

a=boua=-b

Sia\l\b alors

a\kxb

quel que seit k entier naturel

Sia divise b alors
a divise tout multiple de b.

Sialb alors

&/

guel que soit kK entier relatif :

al\kxb

Sic\a et c\b alors clu x a + v x b quels que soient u et v
On dit que c divise toute combinaison linéaire de a et de b a coeficients entiers.

En particulier:c\a+betcla-b

Cette propriété peut évidemment étre adaptée aux entiers naturels et a la division dans N



Définition :

Soitp € N
On dit que p est un nombre premier ou plus simplement qu’il est premier si :
il admet exactement 2 diviseurs entiers naturels distincts.
Diviseurs qui sont 1 et lui-méme.
( puisque 1 divise tout nombre et tout nombre est diviseur de lui-méme. )
Remarques :

1) La notion de nombre premier ne concerne que les entiers naturels.

Il est donc ici question de divisibilité dans ™.

2) 0 a une infinité de diviseurs donc il n’est pas premier.

3) 1 n’a qu’un seul diviseur, qui est lui-méme donc 1 n’est pas premier.

4) 2 a exactement 2 diviseurs : 1 et 2 donc 2 est le plus petit des nombres premiers.

5) L’ensemble des nombres premiers est noté :
6) Si n # 1 n’est pas premier alors il posséde au moins un diviseur autre que 1 et lui-méme.

Les nombres premiers constituent un des grands domaines de recherche en mathématiques.

A ce jour, il n’existe toujours pas de critére ou de formule qui permette instantanément de dire si un
nombre quelconque est premier.

Prenons un entier naturel n différent de 1,et cherchons s'il est premier.

Si nous trouvons un entier naturel p, différent de 1 et de n, qui divise n alors par définition,
n n’est pas premier.

Or si ( p divise n ) et ( p différentde n ), alors (p

Il suffit donc de partir de 2 et de tester tous les entiers jusqu’a (n -1)

Mais, prenons par exemple n = 247,
est-il vraiment nécessaire de tester tous les entiers de 2 a 246
jusqu’a ce que I'on trouve ou non un diviseur de 247 ?

Un premier théoréme va nous aider a affiner notre stratégie :
Théoréme n°1 : Soit n € N
Sin # 1 alors n admet au moins un diviseur premier.

Démonstration :

D étant un sous ensemble non vide de N, il posséde un plus petit élément que nous noterons p.



p n'est pas nul car 0 ne divise que 0 et n est différent de 0.

Montrons par I'absurde que p est premier :

Si p n’est pas premier, en tenant le méme raisonnement que pour n, nous pouvons affirmer qu’il
posséde un diviseur k autre que 1 et lui-méme.

Ork\petp#0donck<p
mais k # pdonck <p

Deplus:p\nnonnulet pZndoncp<n
Dou:k<netdonc: k#n

Or:k\petp\ndonck\n.

Par conséquent : k € D.
Donc D posséde un élément strictement inférieur a p.

Ce qui est incompatible avec la définition de p. Donc p ne peut pas « ne pas étre premier ».
Conclusion : n admet dans tous les cas un diviseur premier.

Conséquence de ce théoréme au niveau de notre stratégie :
De 2 a (n -1) inclus nous n’allons donc tester

en effet :

* Si on trouve que 'un de ces nombres premiers divise n alors n n’est pas premier.
* Si aucun de ces nombres ne divise n, n peut-il ne pas étre premier ?
Autrement dit, est-il possible qu'il existe entre 2 et ( n -1) un diviseur non premier de n ?

Supposons qu’un tel nombre existe et appelons-le d.
Comme d > 1, d possede au moins un diviseur premier : p

p\detd\ndoncp\n.

De plus : p\ d et d est non nul et non premier donc : p <d.
Etd\navec nnonnuldoncd <n.

Dou:1<p

Il existerait alors un nombre premier entre 2 et (n — 1) qui divise n.
Ce qui est contraire a I'hypothése, donc n est premier.

Nous en sommes donc a la stratégie suivante :

Tester tous les nombres premiers de 2 & (n-1) inclus.

Avec comme méthode de discrimination :
4 Si un de ces nombres divise n alors n n’est pas premier.
¢ Sinon n est premier.

Mais, tester tous les nombres premiers de 2 a (n-1) reste fastidieux.

Heureusement, un autre théoréme va alléger nos efforts :

Théoréme n°2 : Soitn € Navecn > 2

p<n

Il nous suffit donc maintenant de tester les nombres premiers inférieurs ou égaux a “/E
En effet :

Si n n’est pas premier alors n admet au moins un diviseur premier p tel que :



* Si on trouve que 'un de ces nombres premiers divise n alors n n’est pas premier.

— Si aucun de ces nombres ne divise n, n peut-il ne pas étre premier ?

- Non car d’aprés le théoreme n° 2, il admettrait alors au moins un diviseur premier inférieur ou égal a
-

Vi ce qui est contraire a I'hypothése.

Donc n est premier

D’ou la version finale de la

=

EY

Tester dans I'ordre croissant les nombres premiers inférieurs ou égaux V¢
Si 'un d’eux divise n alors n n’est pas premier.
Sinon, n est premier.

Cette méthode étant souvent énoncée comme un théoréme :

Théoréme n°3 ( contraposée du théoréme n® 2):

=

Si n n’est divisible par aucun nombre premier inférieur ou égal & V#* alors n est premier.

Cependant, il demeure un probléme de taille :
Pour appliquer cette méthode, nous avons besoin de la liste des nombres premiers inférieurs ou

—
égaux a ML
Cette liste peut étre obtenue entre autre grace a la méthode du

Quant a la liste compléte des nombres premiers, c’est I'objet de notre quatriéme théoréme :

Théoreme n°4 :

L’ensemble des nombres premiers est infini.
En voici la démonstration par I'absurde :

Supposons que est fini et donc égal a p;; p2; .- ; pn
* Soit a le nombre définipar:a=p;xps x ... x pp + 1
a # 1 donc a admet au moins un diviseur premier, appelons-le py

pk\a et px\ pqx p2 x... x py donc pk\a - p1 x P2 x... x pn
d’ou p\1 Or le seul diviseur entier naturel de 1 est 1 donc pyx =1
Ce qui est impossible car 1 n’est pas un nombre premier.

Conclusion : I'ensemble des nombres premiers est infini.

Si nous reprenons notre exemple : « 247 est-il premier ? » ,
Nous avons besoin de la liste des nombres premier inférieurs ou égaux a V247

Or : V247 = 15,7 donc il nous faut la liste des nombres premiers inférieurs ou égaux a 15.
Quiest:2,3,5,7,11,13.

On utilise alors les critéres de divisibilité :
247 ne se termine pas par 0, 2, 4, 6 ou 8 donc 2 ne le divise pas.

2+4+7=11 et 3 ne divise pas 11 donc 3 ne divise pas 247.
247 ne se termine pas par 0 ou 5 donc



o~
247 | 7 247=35x7+2 et 0L2<7

-21
a7 35 Donc 2 est le reste de la division euclidienne de 247 par 7.
-35 2#0 donc 7 ne divise pas 247.
P

5 ne le divise pas.

2+ 7=9 # 4 donc 11 ne divise pas 247

247 /13 =19 d’'ou 247 =13 x 19 ; 13 divise 247

Nous avons vu que si n > 2 alors il posséde au moins un diviseur premier p,

Il existe alors g4 entier naturel non nultel que: n=p;xqy
Et g;divisant n non nul, g;<ncarp; #1

Si g;# 1 alors il posséde a son tour au moins un diviseur premier p, ( qui peut étre égal a py).
Il existe alors g,entier naturel non nul tel que : g =p2x q;
Et g, divisant g, non nul, q, < qscar p,#1

On construit ainsi une suite (q,) qui est strictement décroissante et minorée par 1.
Cette suite s’arréte donc « forcément » or elle ne peut s’arréter que si 'un de ses termes vaut 1.

Dol :n=p1xq1=P1x(P2xqz) =... =P1x P2x P3 ...x (P x 1)

Et en écrivant les produits de nombres premiers égaux entre eux sous forme de puissance, on obtient
donc le théoréme suivant :

Théoreme n° 5 :
Tout entier n > 2 se décompose de sous la forme :

—_n® L] Um
N=PpPy XpP, " X...XPp

Ou: ps1, P2, ... Pm SONt des nombres premiers tels que : p; < P2 <... <Pnm
et 0,’1 , a Y a - sont des entiers naturels
L’écriture de n sous cette forme est appelée décomposition de n en produit de facteurs premiers.

Remarques :
1) Ce théoréme peut étre montré de fagon rigoureuse a I'aide d’un raisonnement par récurrence.
2) L’ordre strict imposé sur les facteurs sert a garantir I'unicité de la décomposition.

3) Quel que soit i : a i # 0 donc quel que soiti: p;\'n

De plus, il ne peut exister de nombre premier p différent des p; qui divise n
car sinon la décomposition ne serait pas unique.

Conclusion : I'ensemble des diviseurs premiers de n est ps, P2, --- Pm

Exemple de décomposition : technique et présentation.
Décomposons n = 72.

Méthode :

Il faut appliquer a 72 la méme méthode que si I'on cherchait a savoir s’il est premier.

C’est a dire qu’il faut tester si les nombres premiers inférieurs ou égaux a sa racine, le divisent.

* Si on lui trouve un diviseur, il faut alors continuer a appliquer cette méthode au quotient de 72 par ce
diviseur. Et ainsi de suite, jusqu’a obtention d’'un quotient égal a 1.



Praseniation :

2 divise 72 et 72/2 = 36.

7712 Attention a bien repartir de 2 ! 2 divise 36 et 36/2 = 18
36| 2
62

513

313

1

Passons au nombre premier suivant : 3 divise 9 et 9/3 =3
3 divise 3et3/3 =1.
Fin de la décomposition.

Conclusion : 72 x 2° x 3°

ay a, a
N=p, XP, " X...XPp, "
Soit n dont la décomposition en facteurs premiers est :

Sia # 1 et adivise n, montrons que sa décomposition ne peut contenir de nombre premier autre que
les p;

Démonstration :

Supposons qu’il existe p premier différent des p; qui divise a.

p\a donc p\n

Et p fait alors partie de 'ensemble des diviseurs premiers de n.

Ce qui est impossible car 'ensemble des diviseurs premiers de n se limite aux p;

De plus, B i 'exposant de p; dans la décomposition de a ne peut étre strictement supérieur a a

p fi
. car par transitivité¢ ¥ ! diviserait n, qui posséderait alors une décomposition en facteurs premiers

dans laquelle I'exposant de p; serait différent de a i

Ce qui est impossible par unicité de la décomposition de n.

D’ou le théoreme suivant :

x4 2] X
n= X X...X
Si la décomposition en facteurs premiers de n est : p1 p2 pm
I/ B Bm
a=p; xp, " x..xp,,

0<f <a;

Alors, tout diviseur a de n s’écrit :
avec pour tout i compris entre 1 et m :

Remarques :
1) si ﬁ i=o alors p; n'est pas un diviseur premier de a.

2) si tous les '6,- sont nuls alors a = 1 et si pour tout i : ﬁ i= ai alorsa=n



3) par multiplication des choix possibles de puissances pour chaque diviseur premier, on obtient que :

Le nombre de diviseurs de n est : (Gf 1+1) x (az +1)x...x (O!m +1)

Exemple : reprenons 72. 72 = 2°x 3°
Le plus simple et le plus clair au niveau présentation pour trouver tous les diviseurs de 72 est de faire
un arbre de choix comme en probabilités.

Eynacant Exnncant
St e i Mivsicanr
sur 2 sur3 it
e ~0  ~0 A 3+1
L L X9 —1 _
// -
_— 4 20,.a1 3 4 choix
" = 0T = ’
6 = pour I'exposant de 2
s T3 %32 _g multipliés par
/ 2+1
yd i nl_,20 o =
yd U L X3 — 24 .
yd - 3 choix
/ = 1 2'x3' =6 pour 'exposant de 3
1.92
S - 2 2'x3° =18 Il'y a donc

12 choix possibles

\ / . : 72 a donc 12 diviseurs
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Division euclidienne dans N :
Soienta € Netp € ¥
Il existe un unique couple ( q, r ) d’entiers tels que :
a=bxqg+ravec 0<r<b



g est le quotient, r le reste, b le diviseur et a le dividende.

Propriété :
« b divise a » si et seulement si « le reste de la division euclidienne de a par b est nul ».

Division euclidienne dans £ :
Soienta € Z etb € £~
Il existe un unique couple ( q, r ) d’entiers tels que :

a=bxq+ravec 05r<|b|

Remarques :
1) si a et b sont des naturels, le couple obtenu dans les deux divisions est le méme
2) dans tous les cas, r est un entier naturel

Soient a et b deux entiers naturels non nuls.
Notons D(a) 'ensemble des diviseurs de a et D(b) celui des diviseurs de b.

L’ensemble de leurs diviseurs communs est noté : D(a,b) , D(a,b) = D(a) M D(b)

1 divise a et b donc D(a,b) n’est pas vide.

De plus, a et b admettant un nombre fini de diviseurs,leurs diviseurs communs sont en nombre fini.
D(a,b) étant un sous ensemble fini et non vide de /¥, il admet donc un plus grand élément d.

Définition du PGCD de deux entiers naturels non nuls :

Si a et b sont deux entiers naturels non nuls,
alors ils possédent un plus grand diviseur commun, d, aussi appelé plus grand commun diviseur
et donc noté :

d = pgcd (a,b)oud=a/\b
Remarques :
1) pged (a,b) = pged (b.a)

2) si a et b sont des entiers relatifs non nuls : pged (a,b) = pged (jay,1by)

Chercher le pgcd de deux entiers c’est par définition, chercher le plus grand de leurs diviseurs
communs.

Méthode n° 1 :

- trouver I'ensemble des diviseurs de chaque nombre.
- lister les diviseurs communs dans 'ordre croissant et prendre le plus grand.

Remarque :
il existe plusieurs fagons de trouver les diviseurs d’'un nombre.

Exemple : recherchons le pgcd de 150 et 120.
Utilisons la technique vue au collége, qui consiste a écrire le nombre comme le produit de deux
facteurs.

150 | 1 120 | 1
75| 2 60 | 2
50| 3 40 |3
30| 5 30 |4
25| 6 2415
15|10 20 |6

15 |8
12 [ 10




Les diviseurs communs a 150 et 120 sont donc :
1,2,3,5,6, 10, 15, 30.
D’ou : pged (120, 150) = 30

Une autre fagon de trouver I’'ensemble des diviseurs d’un nombre est d’utiliser sa décomposition en
produit de facteurs premiers.

Rappels :
) I <, = “m
T — 1), X B) X___ XLy
o I D | | A S b I

Si la décomposition en facteurs premiers de a est :

d=p ' xp,” x..xp,

VY a
avec pour touticomprisentretetm:0< ° ;< ™

Alors, tout diviseur d de a s’écrit :

Mais si I'on posséde les décompositions de a et de b, il est alors inutile de rechercher 'ensemble des
diviseurs communs pour n’en garder que le plus grand.

En effet, si on appelle p4, po, ..., pn les facteurs premiers figurant soit dans la décomposition de a soit
dans celle de b alors a et b s’écrivent :

a a a, BB Ba
a=p," xp,’x..xp, b=p " xp,” x...xp,

Avec pour tout i compris entre 1 et n: a i>0et ﬂ i>0
Alors, si d\a et d\b la décomposition de d ne peut comporter que des p;

_ 1 Y2 rd
d=p, " xp,”* x...xp, "

7i5min(ai; ﬁl)

d’ou si d diviseur commun aaetb:

Avec pour tout i compris entre 1 etn: 0 <
Remarque :

si p; N'apparait pas dans une des décompositions alors min (ai ; ﬂ )

Y

Le plus grand diviseur étant celui qui a les puissances les plus grandes :

Dou : i =0, et ce facteur n’apparait alors pas dans la décomposition de d.

pgcd (a,b)=p xp,” x...xp,”
}/ (ai; ﬁn)

Avec pour tout i compris entre 1 et n : i = min
D’ou :

Méthode n° 2 :

- décomposer chaque nombre en produit de facteurs premiers.

- affecter aux facteurs premiers communs I'exposant le plus petit.

Application : reprenons I'exemple de a = 150 et b = 120.
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150=2x3 x5 120=2"x3 x5

D’oli pged (120, 150) = 2" x 3" x 5" =30

Il existe enfin une troisitme méthode qui consiste a réaliser une suite de divisions euclidiennes jusqu’a
obtention d’un reste nul.

Montrons tout d’abord deux résultats intermédiaires
Soient a et b deux entiers naturels non nuls.

@ Sia=bxq+ravec g etr entiers naturels non nuls alors pgcd (a,b) = pgcd (b,r)

Si d\a et d\b alors d\a-b x q donc d\r d’ou : N W 1
iAg DjcC LD, T | Y (e )
Sid\ret d\b alors d\b x q + r donc d \ a d'ou : . . br)=Dlab)
R o U\U,l")C U\“,U} _J
Ayant les mémes diviseurs communs, les deux couples ont

donc le méme plus grand diviseur commun.

Plus généralement, sil'on travaille avec
des entiers relatifs :

pgcd (a,b)=|b|

@ sib\aalors pged (a,b) =b

Si d est un diviseur commun a a et b alors d divise b. Or b non nul, doud <b
De plus, b est un diviseur commun a a et b.
b est donc le plus grand diviseur commun a a et b.

La division euclidienne de aparb s’écrit:a=bxqs; +r savec0<r;<b
Soit r 1=0auquel cas b\ a et alors pged (a,b) =b
soit r 1 +* 0 On a alors : pgcd (a,b) = pged (b,rq)

et la division euclidienne de b parry s’écrit:b=ryxq, +r,avec 0 <r, <ry

Soit r »=0auquel cas r 1\b et alors pgcd (b,rq) =r; d’ot pged (a,b) =y

Soit r P ¥ 0 On a alors : pgcd (b,ry) = pgcd (rq. 1,)
et la division euclidienne de rqy par ry s’écrit : ry =r,x gz trzavec 0 <rz<r,



Par conséquent, la suite s’arréte a un rang p, rang pour lequel on adonc:r, =0
D’ou rp-1\ rp-2 et donc pgdc (rp-2, p-1) = fp-1

Par cette suite de divisions euclidiennes on obtient donc le pgcd qui est le dernier reste non nul.
Cette procédure de recherche du pgcd est appelée algorithme d’Euclide.

D’ou :

Théoréme de 'algorithme d’Euclide : Soient a et b deux entiers naturels non nuls.

Si b divise a alors pged (a,b) =b
Sinon pgced (a,b) est le dernier reste non nul
dans les divisons euclidiennes successives du diviseur par le reste.
D’ou :

Méthode n° 3 :

- effectuer les divisions successives de I'algorithme d’Euclide.

- le dernier reste non nul est le pgcd de a et de b.

Remarques :

1) Que 'on divise a par b ou b par a n’a aucune importance.

En effet, sia <b alors a = b x 0 + a est la division euclidienne de aparbcarO<a<b

Et donc dans I'algorithme d’Euclide la division suivante est : b divisé par a.

Autant donc toujours diviser dés le départ le plus grand nombre par le plus petit, étant donné de plus
que :pgcd (a,b) = pged (b,a)

2) Si une des divisions a un reste égal a 1 alors pgcd (a,b) = 1 car le reste suivant strictement
inférieur a 1 ne peut étre que nul.

Application : reprenons I'exemple de a = 150 et b = 120.

150 =120x 1+ 30
120=30x4+0
Donc : pged (150, 120) = 30

Définition : Soient a et b deux entiers relatifs non nuls.

a et b sont dits premiers entre eux si pgcd (a,b) =1

Remarques :

1) deux nombres premiers entre eux ont donc 1 pour seul diviseur commun.

2) si a est un nombre premier et que a ne divise pas b alors a et b sont premiers entre eux.

Théoréme de Bézout :

a et b sont premiers entre eux

si et seulement si

il existe u et v entiers relatifstelsque:axu+bxv=1
Remarques :

1) Le couple (u,v) n’est pas unique.

3) Selon les livres, les professeurs et les moments de la scolarité, le théoreme de Bézout peut
comporter un contenu différent. La version qui en est donnée ici suffit pour la terminale.

Démonstration du théoreme de Bézout :




Sens direct : supposons a et b premiers entre eux.

E 'ensemble des nombres naturels non nuls s’écrivant a x u + b x v avec u et v entiers relatifs n’est
pas vide donc il admet un plus petit élémentn.n=axu’ +bx Vv’

La division euclidienne de aparns’écrit:a=bxqg+ravec:0<r<n
Donc:a=(axu’+bxv)xq+r dour=a(1-u'xq)+b(-v’'xq)

r est donc un entier naturel de laformeaxu +b x v

Or r<ndonc sirest n’est pas nul, E posséde un élément plus petit que n ce qui est absurde.
Par conséquent r = 0 et n divise donc a.

De méme on peut démontrer que n divise b.

n est donc un diviseur commun a a et b, or 1 étantle seul : n=1

Etdonc 1 peuts’écrire: 1T=axu’+bxVv’
avec U’ et V' entiers relatifs.

Sens réciproque : supposons que 1 s’écrive:1=axu+bxv

* Si d entier naturel, diviseur commun a a et b,

d divise alors toute combinaison linéaire de a et de b

donc:d\axu+bxv

D’ou d\1 or le seul diviseur entier naturel de 1 est 1

doncd=1.

a et b possedent donc un seul diviseur commun qui est 1, ils sont premiers entre eux.

Soient a et b deux entiers relatifs non nuls.

Propriété n° 1
Quel que soit k, entier naturel non nul : si pgcd (a,b) = 1 alors pgcd (ka,kb) = k

si k est un relatif non nul : (ka,kb) = |k

Démonstration :
k divise ka et kb donc k est un diviseur commun a ka et kb.

D’apres le théoréme de Bézout : il existe u et v entiers relatifs tels que :axu+bxv=1

Donc:kaxu+kbxv=k
Si d est un entier naturel diviseur commun a ka et kb, d divise donc k.
d divise k avec k non nul donc d < k

k est donc le plus grand diviseur commun a ka et kb.

Propriété n° 2

pgcd (a,b) =d

=4

il existe a’ et b’ entiers relatifs tels que : a = da’ et b = db’ avec pgcd (a’,b’) = 1

Démonstration :

Sens direct : soit d = pged (a,b)

d\adonc il existe a’ entier relatif tel que : a = da’
De méme, b peut s’écrire b = db’

Soit d diviseur commun a a’ et b’
Alors :a’=d’a” etb’=db”



Donc a =(dd’)a” et b = (dd’)b” et dd’ est donc un diviseur commun a a et b.
Sid’ > 1 alors dd’ > d ce qui est absurde car d est le plus grand diviseur commun a a et b.

Doncd’<1doud =1
Le seul diviseur commun a a’ et b’ est 1 donc ils sont premiers entre eux.

Sens réciproque :
pgcd (a,b) = pged (da’,db’) =d
D’aprés la propriété n°1.

2) Elle peut également étre utilisée pour trouver le PGCD de deux nombres écrits sous la forme d’un
produit de deux facteurs.

Exemple : 55=5x11 et 65=5x 13.
11 et 13 sont premiers entre eux donc d’apres la réciproque le PGCD de 55 et 65 est 5.

Propriété n° 1 ( étendue )
Quel que soit k, entier naturel non nul : pged (ka,kb) = kpged (a,b)

si k est un relatif non nul : pgcd (ka,kb) = |kjpgcd (a,b)

Cette propriété est particulierement utile pour simplifier la recherche du pgcd de deux grands nombres ayant un diviseur commun
évident.

Démonstration :

D’aprés la propriété n°2 :

* Sid = pgcd (a,b) alors a et b peuvent s’écrire : a =da’ et b =db’ avec pged (a’,b’) = 1
D’ou : pgcd (ka,kb) = pged ((kd)a’, (kd)b’) = kd d’apres la propriété n°1.

Par conséquent : pgcd (ka , kb) = kpgced (a,b)

Propriété n° 3 : ( extension du sens direct du Théoréme de Bézout )

Si pgcd (a,b) = d alors il existe u et v entiers relatifs tels que :axu+bxv=d

Démonstration :
D’apres la propriété n° 2 :
d = pgcd (a,b) donc a et b peuvent s’écrire : a = da’ et b = db’ avec pged (a',b’) = 1

D’ou d’aprés le théoréme de Bézout : il existe u et v entiers relatifs tels que : a’xu + b’ xv=1
doncda’xu+db’xv=d Parconséquentds’écrit:d=axu+bxv

Soit d entier relatif non nul et différentde 1telque:axu+bxv =d, dest-ille pgcddeaetdeb ?
Prenons par exemple :a=6eta=4.pgcd (4,6)=2

On peut écrire : 6 x2 + 4 x(-2) = 4 alors que 4 n’est pas le pgcd de 4 et 6.
La réciproque est donc fausse, mais...

Propriété n° 4 :
Si d entier non nul peut s’écrire d = a x u + b x vavec u et v entiers relatifs alors :pgcd (a,b) divise d.



La démonstration en est évidente.

La contraposée sera utile pour la résolution des équations diophantiennes, a savoir :

« si pged (a,b) ne divise pas d alors d ne peut s’écrire sous laforme:d=axu+bxv »
Nous y reviendrons dans le module concerné.

Propriété n° 5 :

Tout diviseur commun a a et b divise le pgcd de a et b.

Démonstration :

D’aprés Bézout direct étendu , il existe u et v entiers relatifs tels que : pged (a,b) = axu+bxv

Or, si d est un diviseur commun a a et b, il divise toute combinaison linéaire de a et de b.

Donc d divise pgcd (a,b)
Et comme réciproquement, tout diviseur de d divise a et b, on en déduit donc que :
Les diviseurs communs a a et b sont les diviseurs du pgcd de a et b.

Théoréme de Gauss : soient a, b et c trois entiers relatifs non nuls.

Si a divise bc et a et b premiers entre eux alors a divise c.

Intuitivement ce théoreme se comprend assez facilement :

Si a divise bc c’est qu'il peut étre vu comme le produit de deux facteurs : I'un divisant b et l'autre
divisant c.

Si a et b sont premiers entre eux, leur seul facteur commun est 1 et donc le second facteur vaut a.
a divise alors c.

Démonstration rigoureuse :

pgcd (ac, be) = |c| pged (a,b) = |c|

Or a\bc et a\ ac donc a est un diviseur commun a ac et bc.

Il divise donc leur pged qui est |c|
Dou:alc.

Remarque :
ce théoréeme sera en particulier trés utile pour résoudre les équations diophantiennes.



. . g AN
Division euclidienne dans i\ :

Soienta € Netp € N
Il existe un unique couple ( q, r ) d’entiers tels que :
a=bxq+ravec 0<r<b

g est le quotient, r le reste, b le diviseur et a le dividende.
Propriété :

« b divise a » si et seulement si « le reste de la division euclidienne de a par b est nul ».
Division euclidienne dans £ :
Soienta € Zetb € Z
Il existe un unique couple ( q, r ) d’entiers tels que :
a=bxq+ravec 0<r< [ol

Remarques :
1) si a et b sont des naturels, le couple obtenu dans les deux divisions est le méme
2) dans tous les cas, r est un entier naturel

Définition :
soient a et b deux entiers relatifs et n entier naturel, n > 2

On dit que « a est congru a b modulo n » ou que « a et b sont congrus modulo n » si:
a et b ont le méme reste dans la division euclidienne par n.
On note a=b [n] ou a=>b (n)

Remarques :
1) On dit aussi que a et b sont égaux modulo n.

3) Cette notion de congruence a déja été rencontrée en trigonométrie, ou I'on
parle d’angles égaux modulo 2n

De part sa définition, la relation de congruence présente trois propriétés évidentes :

a = a[n] (réflexivité)
Sia = b[n]alors b = a[n] (symétrie)
Sia = b[n]etb = c[n] (transivité)

Toute relation ayant ces 3 propriétés
est qualifiée de
relation d'éguivalence.

Exemple :
5 et 14 sont-ils congrus modulo 3 ?



Leurs divisions euclidiennes par3sont:5=3x1+2 14=3x4+2

5 et 14 ont le méme reste dans la division euclidienne par 3donc : 5 = 14 [3]
3 3 3 L3 +3 i3 i3 +3
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Si on ajoute 3 a 5 alors la division euclidienne devient :
5+3=3x1+2+3
8=3x(1+1)+2
Le reste de la division est inchangé donc 8 = 5[3]
Et I'on peut faire pareil avec le nombre trouvé.

Le résultat est également le méme si au lieu d’ajouter 3, on enléve 3.
Comme tous ces nombres sont congrus a 5 modulo 3, par tansitivité,
ils sont congrus deux a deux modulo 3.

On peut remarquer que la différence entre deux de ces nombres est un multiple de 3.
Etendons cette remarque au cas général :

Propriété :
soient a et b deux entiers relatifs et n entier naturel, n > 2

a = b [n] © ndivise (a-b)

Démonstration :

Sens direct :

Soient a et b congrus modulo n.

Il existe q et r entiers relatifs telsque:a=nxq+ravec0<r<n

b ayant le méme reste, il existe g’ entier relatif tel que : b=nxq’ +r

Doua-b=nxq-nq’=nx(q-q)

Donc n divise (a-b)

Sens réciproque :

Supposons que n divise (a-b). Alors il existe k entier relatif tel que : a-b = nk.

Soit r le reste dans la division euclidienne de a par n :
a=nxq+ravec0<r<n

Alors:b=a-nk=nx(q-k)+r
Avec 0 <r < n et g-k entier relatif
donc r est le reste dans la division euclidienne de b par n.

a et b ont le méme reste donc: a = b[n]

Remarque :
Pour montrer que deux nombres sont congrus modulo n, il suffira donc de montrer que leur différence
est un multiple de n.

Conséquences :

a = 0[n] & n divise a
Remarque :
en particulier, n divise n et n divise 0 donc : n = 0fn] et 0 = 0[n]
a = b[n] & ndivise (a-b) @ a-b = 0[n]



Quel que soit d entier naturel supérieur ou égal a 2 :
Si a = b[n] et d divise n alors a = b[d]

Démonstration :

donc n divise (a-b) Or par transitivité : si d divise n alors d divise (a-b).
Par conséquent : a = b[d]

En trigonométrie ou il est question d’angles égaux modulo 277, on parle de mesure principale,
comprise par exemple entre 0 et 27 exclu.

Cette idée de choisir un représentant pour un ensemble de nombres égaux modulo 2T est
transposable au cas modulo n.

Propriété :
soient a entier relatif et n entier naturel, n > 2

Si r est le reste dans la division euclidienne de a par n alors a = rfn]

Démonstration :

En effet, si r est le reste dans la division euclidienne de a par n alors
il existe q entier relatiftelque:a=nxq+ravec0<r<n

Donc n divise (a-r) et par conséquent a est congru a r modulo n.

Propriété réciproque :

soient a entier relatif et n entier naturel, .

Sia = r[n]et 0 <r<nalors r est le reste dans la division euclidienne de a par n.

Démonstration :

Si a et r sont congrus modulo n alors n divise (a-r) et il existe donc k entier relatif telque: a-r=nxk
Doua=nxk+r

Or0<r<n

Donc il s’agit de la division euclidienne de a par n etr en est le reste.

Sia = r[n]et 0 <r<nalors r est le reste dans la division euclidienne de a par n.
Donc par unicité de la division euclidienne, chaque entier a ne peut étre congru qu’a un seul entier
compris entre 0 et n exclu.

Cet entier étant le reste dans la division euclidienne de a par n.

Chacun des restes possibles dans la division euclidienne par n peut donc étre considéré comme
le représentant d’'un ensemble de nombres qui lui sont congrus modulo n.
Les restes possibles étant : 0, 1, ..., n-1; Z peut donc étre découpé en n classes, modulo n.
Ces classes forment une partition de Z.
C'est a dire que leur union est égale a Z, et que leurs intersections, deux a deux, sont vides.
Exemple :
Considérons I'ensemble £ modulo 2.
Les restes possibles dans la division euclidienne par 2 sont 0 et 1.
Donc quel que soit a entier relatif :

* Soit a = 0/2] , ce qui est équivalent a 2 divise a ( a pair )
*Soita — 1[2] , ce qui est équivalent a 2 ne divise pas a. (a impair )

Le terme de « classe » n’est pas explicitement au programme de la terminale
mais voir les choses de cette fagon permet d’avoir une vision plus claire de la congruence.



Forts de ce découpage en classes, on pourra ramener la résolution de certains exercices
a une simple étude de n cas,
correspondants aux différents restes possibles dans la division euclidienne par n.

Les démonstrations des propriétés qui suivent peuvent faire I'objet d’'un R.O.C.
Soient a, b, a’ et b’ quatre entiers relatifs et n entier naturel, n > 2

£ o A=‘\I?ﬂ=l At o — h’TnT Almare « w1 oAl — by h’anT
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La congruence est compatible avec I'addition.
Conséquence :
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La congruence est compatible avec la multiplication.

Conséquences :

)

(4 | Quel gue soit k entier naturel non nul - si @a=b [n] alors - @ = b* [n],

p—r
e

8 | QueiquesoitceZ:sia=b|n] aiors: axc=bxc

En particulier - si a=b [n] alors : (—a)z(—b) [n] .

Conséquence de 1 et 4 :

©® |sia=b[n] et a=bn]alors a—a'=b-b'[n] .

Les démonstrations des propriétés 1 et 3 s’appuient sur I'équivalence a = b[n] < n divise (a-b).

La propriété 4 peut étre montrée par récurrence et les déductions 2 et 5 utilisent le fait que : ¢ = c[n]

Grace a ces propriétés nous allons pouvoir manipuler la congruence de fagon assez intuitive
mais attention :
La congruence n’est pas compatible avec la division !

sia=bn] et @@=

En particulier parce que la congruence est une notion qui s’applique a des nombres relatifs
et que le rapport de deux relatifs n’est pas toujours un relatif.



Et méme si les rapports sont des entiers, il faudra se méfier des simplifications abusives
en particulier lors de la résolution d’équations modulo n.

Lom _ Lt . = e .21
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En effet, par exemple :

45 et 63, multiples de 3 sont congrus a 0 modulo 3 donc : 63 = 45[3] .

En simplifiant par 9, on obtiendrait :7 = 5[3]
Or : 7-5 = 2 qui n’est pas un multiple de 3 et donc : 7 ?é 5[3]

Exemples de manipulations de la congruence :

Exercice n® 1:

Montrer que le produit de deux nombres impairs est un nombre impair.
Soit n et m deux nombres impairs.

n impair © n = 1[2] et m impair & m 1[2]

Comme la congruence est compatible avec la multiplication : n x m = 1x 1/2]

n x m — 1[2] donc nxm est impair.

Exercice n° 2 : Déterminer le reste dans la division euclidienne de :

a)54"° par3
b)21" par4
c) 23°par 4
d) (-39?3 par 7
e) 120 *par 11

L’idée est ici de trouver un représentant plus simple du nombre puis d’appliquer la puissance.
Dans la plupart des cas, on pourra se contenter de prendre comme représentant le reste dans la
division euclidienne.

a)54'" par3

Ce cas est extrémement simple : 5+4 = 9 donc 3 divise 54.

Dot 54 = 0[3]

Et comme la congruence est compatible avec la puissance : 54'® = 0'°[3]

D'ou : 54" = 0'[3] , le reste dans la division euclidienne de 54'® = par 3 est donc 0.
b)21" par 4

21=4x5+1Donc:21 — 1[4]
Dou : 277 = 1"[4]
Dot : 2777 = 1"[4] , le reste dans la division euclidienne de 27" par 4 est donc 1.

c)232par4
23=4x5+3

Donc 23 — 3[4]
Dou : 232 = 3%[4]
Soit : 232 = 9[4]



Or:9= 4x2+1
Donc : 9 = 1[4]

232 = 1[4]Le reste dans la division euclidienne de 232 par 4 est donc 1.

d) (-39)° par 7
La division euclidienne est plus difficile & manipuler dans Z que dans ™.
Cherchons donc plutét un multiple de 7 proche de (-39).

-39=-42+3

-42 est un multiple de 7 donc : -39 = 3[7]

Remarque :
une fagon simple de travailler, par exemple modulo 7, est de se dire que :
* tout multiple de 7 compte pour 0O,

+ de la méme fagon que nous éliminons tout multiple de 27 dans la recherche de la mesure principale
d'un angle.

Dot : (-39)° = 27[7]
Or:27=3x7+6

Donc : (-39)° = 6[7]

Le reste dans la division euclidienne de (-39)3 par 7 est donc 6.
e) 120" par 11

120=11x10+10

Donc : 120 = 10[11]
Mais mettre 10 a la puissance 13 ne va pas faciliter la résolution du probléme.
Il est donc ici plus judicieux d’utiliser un autre représentant de la classe :

en enlevant 11 a 10, on obtient que : 10 = -1[11]

Dot : 120" = (-1)[11]

Soit 120" = -1[11]

Le reste dans la division euclidienne de 120" par 11 est donc 10.

Petit théoréme de Fermat :

Soient p un nombre premier et a un entier naturel non nul.

Sipgcd (a;: p) = 1 alors &' = 1p]

Remarques :
1) La démonstration de ce théoréme, assez technique, est ici admise.

3) Rappel : si p est premier alors « a est premier avec p » si et seulement si « p ne divise pas a ».

Corollaire du petit théoreme de Fermat

Soient p un nombre premier,

quel que soit a entier naturel : ap = alp]



Démonstration :
* Si a est un entier naturel non nul et alors a et p sont premiers entre eux et
d’aprés le petit théoréme de Fermat :

a”" = 1[p] D'oti - ax a”" = ax 1[p] Et donc : & = alp]

* Si a est un entier naturel non nul et alors : a O[p]

Donc : a° = O[p] D’ou &° = a[p]

*Sia vaut 0, 0 = 0[p] donc a = 0fp]

On retombe alors sur le cas précédent.
Quel que soit a, on a donc bien : a° = alp]
Exemple d utilisation :

Montrer que 3 divise n3 - n quel que soit n entier naturel.
3 est un nombre premier donc d’apreés le corollaire du petit théoréeme de Fermat :

quel que soit n entier naturel : n’ = n[3]

Dot : - n = 0[3]
Par conséquent : 3 divise n3 - n, pour tout n entier naturel.

La notion de congruence est en général traitée a la fin du chapitre d’arithmétique.
C’est pourquoi il n’est pas rare que les exercices sur la congruence fassent intervenir
la résolution d’équations diophantiennes.
Cependant certains professeurs traitent la congruence avant les équations diophantiennes,
c’est pourquoi par souci d’équité, les exercices dans votre espace membre n’abordent pas cette
notion.

Dans les démonstrations a venir, nous aurons besoin de certains résultats vus et démontrés dans le
module sur le PGCD.

rappel : Soient a et b deux entiers relatifs non nuls.
a et b sont dits premiers entre eux si pged (a,b) = 1

Théoréme de Bézout : soient a et b deux entiers relatifs non nuls.
a et b sont premiers entre eux
si et seulement si
il existe u et v entiers relatifs telsque :axu+bxv =1

De ce théoréme découlent les résultats suivants :

Propriété n° 1



pgcd (a,b) =d
(=4
il existe a’ et b’ entiers relatifs tels que : a = da’ et b = db’ avec pgcd (a’,b’) = 1

Théoreme de Gauss : soient a, b et ¢ trois entiers relatifs non nuls.
Si a divise bc et a et b premiers entre eux alors a divise c.

Il est a noter que le théoréme de Gauss peut étre déduit de celui de Bézout et que cette
démonstration est un des R.O.C les plus fréquents au BAC.

Définition :
Toute équation (E) du type : ax +by =c¢
ou a, b et ¢ sont trois entiers relatifs et ou les inconnues x et y sont des relatifs
est appelée équation diophantienne.
Remarque :

dans la suite du cours, nous aurons besoin de parler du PGCD de a et de b, donc seul le casou a etb
sont non nuls sera étudié dans ce module.

Sic =0 alors x et y solutions de (E) & ax + by =0 < ax = b(-y)

Donc si x et y sont solutions de (E) alors a divise b(-y)

. = “\;\
™~
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Allention,
ce n'esi qu'une implication,
nous avons perdu I'équivalence.
Il faudra dongc faire I'étude d’'une réciproque
par la suite.

Sous cas n° 1: a et b sont premiers entre eux.
a divise b(-y) et a est premier avec b donc d’aprés le théoréme de Gauss :
a divise (—y) et par conséquent, il existe k entier relatif tel que : -y = ka.

d'ou ax = b (-y) & ax = bka
< = kb car a est nul

X=kb

Yy =—ka
Si x et y solutions de (E), il existe alors k entier relatif tel que :
Réciproque :
Soient x et y s’écrivant x = kb et y = -ka.

alors : ax = akb et b(-y) = bka.
donc ax = -by
douax +by=0

x et y sont solutions de (E)
Conclusion : les couples solutions de (E) sont les couples ( kb, -ka ) avec k entier relatif.



Il existe a’ et b’ premiers entre eux tels que : a=da’ et b = db’

Etalors : ax =b (-y) & da’ x = db’ (-y)
& a'’x = b’(-y) car d non nul
On retombe alors sur le sous cas n°1

Et donc : les couples solutions de (E) sont les couples ( kb’, -ka’ ) avec k entier relatif.

Il est a retenir de I'étude de ce casc =0

- la technique pour se ramener au sous cas n°1.

- la technique d’utilisation du théoréme de Gauss.

- la nécessité de montrer la réciproque pour pouvoir conclure sur I'ensemble des solutions.
- 'existence d’une infinité de solutions

La suite du cours va étre gérée comme I'étude générale d’'une équation diophantienne.

A savoir : I'équation a-t-elle des solutions ? Si oui, combien et comment les trouver ?

Etape n° 1 : A quelle condition (E) admet-elle au moins une solution ?
Si (E) admet au moins une solution alors il existe u et v entiers relatifs tels que : au + bv =c¢

Soit d =pgcd (a,b)
d divise a et b donc d divise tout combinaison linéaire de a et de b.
Par conséquent d divise c.

Une condition nécessaire a I'existence d’au moins une solution est donc :
que le PGCD de a et de b divise c.
Cette condition est-elle suffisante ?

Supposons que d divise c.

Il existe alors k entier relatif tel que ¢ = kd
d = pgcd (a,b) donc il existe a’ et b’ premiers entre eux tels que : a=da’ et b = db’.

Et d’aprés le sens direct du théoréme de Bézout, alors il existe uetvtelsque:au’+bv’ =1
d’'ol : kda'u’ + kdb’v’ = kd Soit : aku’ + bkv’' =c¢

En posant : u = ku’ et v = kv’ qui sont tous deux des relatifs,
nous obtenons que I'équation admet alors au moins une solution.

La condition est donc suffisante.

Conclusion : condition nécessaire et suffisante d’existence s’une solution :

L’ équation (E) :ax + by = ¢ admet au moins une solution
si et seulement si
le PGCD de a et de b divise c.
Remarques :
1) La premiéere chose a faire est évidemment de calculer le PGCD de a et de b.

3) Si c = 0, tout nombre divisant 0, (E) admet des solutions, comme vu précédemment.



En supposant que I'équation admette au moins une solution,
essayons maintenant d’en trouver au moins une.

Etape n° 2 : Recherche d’une solution particuliére.
Deux cas de figure sont possibles :

* Soit la solution particuliére est donnée par le texte
et il ne reste qu’a vérifier qu’elle est bien solution de (E).

* Soit il faut la trouver par soi-méme.
- Soit il y a alors une solution particuliére évidente.
- Soit il faut trouver cette solution par le calcul et ce « en remontant » I'algorithme d’Euclide.

Prenons un exemple concret : (E) : 616x + 585y = 12

Le dernier reste non nul est 1 donc pgcd (616,585) =

616 =585x 1 + 31 1

1 divise 12 donc ce qui est certain
c’est que I'équation a des solutions.

Voici maintenant la technique a adopter

‘217;34;()(1 6++13 pour remonter la suite de divisions.
Exprimer le PGCD 1-4-3x1
(E): 616x+585y =12  Remplacerle reste précédent : 1=4 {2? 4x6)x1
21a—ﬁ2-ﬁv1¢_21- Factorizer 1-4%7 27 x4
5'55‘:;;;;;3+;? Remplacer le reste précédent : 12(3172?3-:1),):?72?;(1
31=27x1+4 Factoriser : 1=31x7-27x8
97 — 4x643 Remplace 1=31x7 - (585-31x18)x8
4-3x1+1 1=31x151-585x8
Remplace 1=(616 - 585x1)x151-585x8

Factoriser : 1=616x151+585x(-159)
Multiplier par 12 12=616x1812+585 x(-1908)

Et vue la probabilité de se tromper dans ce genre de manipulation,
il est conseillé de vérifier le résultat trouve :

En effet, la calculatrice confirme que : 616 x 1812 + 585 x (-1908) =12

Une solution particuliére de (E) est donc le couple ( 1812 ; -1908 )

Etape n° 3 : Recherche de I'ensemble des solutions.
Supposons que nous ayons trouvé le couple (u ; v ) comme solution particuliere de (E).
Le couple (u, v ), vérifie donc:au + bv=c

on a alors : x et y solutions de (E)

& ax+by=au+byv

< a(x-u)+by-v)=0
©aX+bY=0avecX=x-uetY=y-v



Et I'on retombe donc sur le cas ¢ = 0 étudié plus haut, genre d’équation que I'on sait résoudre.
Et d’apres I'étude qui en a été faite, on peut affirmer que si I'équation (E) posséde au moins une
solution dans £, alors elle en posséde une infinité dans £.

(E) 616x + 585y = 12 a pour solution particuliére le couple ( 1812 ; -1908 ).

Donc 616x + 585y = 12 < 616x + 585y = 616 x 1812 + 585 x (-1908)
< 616(x - 1812) = 585x (-y - 1908)
Donc si x et y solutions de (E) alors 616 divise 585x (-y - 1908)

Or 616 est premier avec 585
donc d’aprés le théoréme de Gauss : 616 divise (-y -1908)

Il existe donc un entier relatif k tel que : -y -1908 = 616k

D’ou : 616(x - 1812) = 585 x 616k
Et donc : x - 1812 = 585k

x=1812+ 585k

¥y =-1908—-616k
si x et y sont solutions de (E), il existe donc un entier relatif k tel que :

Réciproque :
Soient x et y s’écrivant 1812 + 585k et y = -1908 - 616k avec k entier relatif.

616X + 585 x y = 616 x (1812 + 585k) + 585 (- 1908 - 616k)
=616 x 1812 + 585 x (-1908) + 616 x 585k - 585 x 616k = 12

Conclusion : les couples solutions de (E) sont les couples avec k entier relatif.

Etape n° 4 : Recherche de solutions spécifiques.
Méme si (E) a une infinité de solutions dans £, le contexte de I'exercice peut obliger & en éliminer
certaines.

Si par exemple dans I'équation : (E) : 616x + 585y =12
x et y sont des entiers naturels représentant des nombres de tours de piste.
Alors x > 0 et k doit donc vérifier : 1812 + 585k > 0

-1812 _

k> 1812 ~ 3,09
Soit : 985 r: 585
k étant entier, il doit donc vérifier : k > -3

K < -1908
De méme avec la contrainte y > 0, on obtient : -1908 - 616k > 0 Soit : 616
—1908 ~—3,09

or 616 Il faut donc également : k > -4

Aucun k ne pouvant respecter ces deux contraintes, le probléme n’a pas de solution.



Nous allons maintenant a partir d’'un exemple, essayer de faire le tour des stratégies a adopter
en fonction des situations et des questions qui peuvent étre posées dans un exercice.

Pour ce faire prenons I'exemple de (E) : 1462x - 408y =136

* Quelles que soient les questions a venir, commencer par regarder si 'équation peut étre simplifiée
de fagon évidente.

Ici, c’est la cas, on peut simplifier 'équation par 2.

(x ; y ) solution de (E) © (x; y ) solution de (E’) : 731x - 204y = 68

1° Si la question est : « L’équation admet-elle des solutions ? »

» Il faut alors trouver le pgcd de 731 et (-204), autrement dit le pgcd de 731 et 204.

» Il y a au moins 3 fagons de trouver ce pgcd.

Si cette question n’a pas de suite, comme par exemple dans un QCM, les 3 méthodes de recherche
du pgcd se valent.
Sinon, il est conseillé d'utiliser I'algorithme d’Euclide.

» Une fois le pgcd trouvé, soit il divise 68 et (E) a des solutions soit il ne divise pas 68 et (E) n’a pas
de solution.

Rappel de (E’) : 731x - 204y = 68

Utilisons l'algorithme d’Euclide : 34 =17x2+0
Le pgcd de 731 et 204 est donc 17.

68 =4x17
17 divise 68, I'équation a donc des solutions.

2° Si la question a suivre est : « Donner une solution particuliere de (E) » ou encore « Résoudre (E) ».

La premiére question que I'on se pose souvent est :
« A-t-on intérét a simplifier 'équation par le pged ? »

Auquel cas elle deviendrait (E”) : 43x -12y = 4

Cette opération comporte des avantages et un inconvénient.

Son premier avantage est que 43 et 12 sont premiers entre eux,
ce qui pourra éviter des erreurs dans la résolution a suivre

Son deuxieme avantage est que I'équation étant plus simple,

il est alors plus facile de trouver une solution particuliére évidente.
Son troisieme avantage est que si le pged a été trouvé autrement qu’avec l'algorithme d’Euclide,
l'algorithme d’Euclide qu’il faut maintenant faire en cas d’absence de solution évidente,
est plus court a remonter.

Enfin le seul inconvénient, c’est que s'il n’y a pas de solution évidente et que I'on a déja
fait une premiére fois I'algorithme d’Euclide, cela oblige a le refaire.

Rappel de (E”) : 43x - 12y = 4



Il n’ y a pas de solution évidente, revenons donc a (E’) : 731x - 204y = 68

et remontons notre algorithme :

731-204.3.119

204 —119x1+

T

11

1=

=881+

tad
4k

BR=34 %2117 =

731=204x3+119
204 =119x1, 85 «

1189 =85x1+34

85=34x2+17

T31=204x3+119
204 _119x%1+85 <«

119 =85x1+34

86 =34 x2 .17

731=204%x3 1119+
204 —119x1+85
119 —85x1+34
85=34x2+17

731=204%x3 1119 «=
204 =119x1+85
119 - 85x1+34
85 =34 x2+17

17=85 34x2
P .Y STy S Y S 1 T, ]
17 _85-{119-85x1jx2

Exprimer le reste

17 -85 34x2
17-85 (119 85x1)x2

17 = (204 - 119x1)x3 - 118x2

Exprimer le reste

17 -85-34x2
17-85-(119-85x1)x2

17 = (204 - 119x1)x3 - 119x2

Exprimer le reste

17 -85-34x2
17-85-(119-85x1)x2

17 (204 - 119x1)x3 - 119x2
17 —204 x3 (731204 x3)x5

F arbrvricour
i oGS E!

Facloriser

=80x3 119x2

Facioriser

=85x3-119x2
=204x3-119x5

Facioriser

=85x3-119x2
—204x3-119x5



Facloriser

204 _119x1+85 _85.,7 41Qy.7
=Goxs TIoxd
118 =85x1+34 _onA..2 440K
— LT AL T D Il A
B =34 X2 11f A7 _AnA .1 a4 snaA .Y E ANA A0 T4 T
II—LWXJ*\\IOI*LWXOJXO — LU X 1O — I X2
Attention |

Arrangez vous pour que cette égalité respecte bien
les mémes signes que dans Féquation (E').

D’'ou 731 x (-5) - 204 x (-18) = 17
Il reste alors a multiplier '’équation par 68/17, c’est a dire 4 : 731 x(-20) - 204 x (-72) = 68

attention : avant conclure regardez si cette égalité est vraie

Le couple (-20 ; -72 ) est donc une solution particuliére de ( E ).

Rappel de (E) : 1492x - 408y = 136

1° et 2° bis

Si la premiére question posée est : « Monter que le couple (-20 ; -72 ) est solution de (E). »

On vérifie simplement que : 1462x (-20) + 408x (-72) = 136

Nous en sommes alors au méme point qu’avec les questions précédentes, a ceci prés que nous
n’avons calculé aucun pgcd.

3° Quel qu’ait été notre cheminement jusqu’a une solution particuliére, arrive alors la question finale :
« Résoudre (E ) ».

Dans tous les cas :
il faut remplacer le membre de droite par la combinaison
que représente la solution particuliere puis manipuler I'équation,

afin de faciliter la résolution.

Exemple : 1462x - 408y = 1462x (-20) - 408x (-72) & 1462 (x + 20) = 408x (y +72)
Situation n° 1 : les coefficients sont premiers entre eux,

soit parce que nous avions simplifié I'équation en divisant par le pgcd,

soit en raison des données initiales de I'exercice.

Situation n° 2 : les coefficients ne sont pas premiers entre eux.

sinon on ne peut pas appliquer le théoréme de Gauss.

Appliquer le théoréme de Gauss a des nombres non premiers entre eux est I'erreur n° 1 chez les
éléves.

Revenons au cas ou nous avions nous-méme trouvé une solution particuliére.
Reprenons par exemple (E’) : 731x - 204y = 68

& 731x - 204y = 731x (-20) - 204x (-72)
& 731(x + 20) = 204(y + 72)

On simplifie par 17 :
© 43(x +20)=12(y + 72)
» 17 étant le pgcd de 731 et 204, on est certain que 43 et 12 sont premiers entre eux.

* 43 divise 12(y+72) et 43 premier avec 12 donc d’apres le théoréme de Gauss,
* 43 divise y+72.



D’ou, il existe k entier relatif tel que : y+72 = 43k.

Rappel : (E) ©43 (x + 20) = 12(y + 72)

y+ 72 =43k

donc 43 (x+20) = 12x 43k et par conséquent : x + 20 = 12k.

Les couples solutions sont donc du type ( -20+12k ; -72 + 43k ).

Ne pas oublier de vérifier la réciproque et conclure.

Enfin, un dernier conseil, prendre une valeur simple pour k, et tester si le couple correspondant est
bien solution de (E).

BONNE CHANCE (Guesmi.B)



